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УДК 515.12

B a n a k h  T . ,  M a r t y n e n k o  M .,  Z a r i c h n y i  Μ .

ON M O N O M O R P H IC  T O P O L O G IC A L  F U N C T O R S  W IT H  FIN ITE  
SU PP O R TS

Banakh T., Martynenko M , Zarichnyi M. On rnonomorphic topological functors with finite 
supports, Carpathian Mathematical Publications, 4, 1 (2012), 4 11.

We prove that a rnonomorphic functor F  : C om p  -> C om p  with finite supports is epi- 
morphic, continuous, and its maximal 0-modification F °  preserves intersections. This implies 
that a rnonomorphic functor F  : C om p  -4- C om p  of finite degree deg F  <  n preserves (finite- 
dimensional) compact ANRs if the spaces F 0 , F ° 0  and Fn  are finite-dimensional ANRs. This 
improves a known result of Basmanov.

1 In t r o d u c t i o n

In this paper we study rnonomorphic functors with finite supports defined on topological 
categories and then apply the obtained results to generalize the classical result of Basmanov 
on the preservation of (finite-dimensional) compact ANRs by functors of finite degree in the 
category C om p of compact Hausdorff spaces and their continuous maps.

Let T  denote the category whose objects are topological spaces and whose morphisms are 
(not necessarily continuous) functions between topological spaces. By a T op -like category 
we understand a subcategory C of the category T  such that each finite discrete topological 
space is an object of C and each map /  : D  —> X  from a finite discrete space to an object of 
the category C is a morphism of C. This implies that each monomorphism of the category 
C is an injective function.

We say that a functor F  : C -> T  defined on a Top-like category C

• is rnonomorphic if F  preserves monomorphisms;

• has finite supports (resp. finite degree < n) if for each object X  of C and each а Є F X  
there is a map /  : A —» X  from a finite discrete space A (of cardinality |Л| <  n) such 
that о, Є Ff{FA)\

• preserves the empty set if F 0  — 0 .

2010 Mathematics Subject Classification: 18B30, 54B30, 54C55.
Key words and phrases: rnonomorphic functor, finite support, functor of finite degree.
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Let us observe that for each (rnonomorphic) functor F  : C -> T  that does not preserve 
the empty set we can change the value of F  at 0  and define a new (rnonomorphic) functor
F0 : C -> T,

F' X J f x  Ь Х ф в ,

[ 0  if X  =  0 .

which preserves the empty set. This functor F0 is called the minimal 0-modification of F.
By an 0 -modification of a (rnonomorphic) functor F : C  —> T  we understand a (mo- 

nomorphic) functor F : C —>■ T  such that F X  =  F X  for each non-empty object X  of the 
category C. So. the values of the functors F  and F  can differ only on the empty set. The 
functor F0 is the minimal 0 -modification of F  in the sense that F0 is a subfunctor of any
0 -modification F  of F.

It turns out that the family of all 0 -modifications of a given rnonomorphic functor F  has 
a maximal element F °. Below we identify a finite ordinal n with the finite discrete space 
{ ( ) , . . . , η — 1}. For і Є 2 let fi : 1 —> { і }  C 2 be the constant map.

Theorem  1. Each rnonomorphic functor F  : C —>■ T  has the maximal 0-modiRcation 
F° : C —> T  assigning to 0  the space

F °0  =  {а Є FI : F /0(«) -  F h ( a ) }  C F I.

Proof. In the formulation we have defined the action of the functor F° on the empty set. 
For each non-empty space X  in C we put F °X  — F X .

Now we define the action of F° on morphisms. Let /  : X  —* Y  be a morphism of the 
category C. If X  is not empty, then so is Y  and we put F ° f  =  F f . If X  =  0  =  Y, then 
F ° f  is the identity map of the space F °0 . If X  =  0  and Υ  φ  0 , then we put

F ° f  =  Fg\F°0 : F °0  -> F °Y  =  F Y

where g : 1 —> Y  is any map.
Let us check that the morphism F ° f  is well-defined, i.e., it does not depend on the choice 

of the map g : 1 —» Y . Indeed, given another map g' : 1 -> Y , consider the map h : 2 —> Y  
defined by h(0) =  g(0) and h( 1) =  </(0). It follows that g =  ho  f 0 and g' — ho f\ and then 
for any а Є F ° 0

Fg(a) =  F[h o /o ) (a) =  Fh  o F /0(a) =  Fh o F /i(a ) =  F(h о / 1)(o) =  Fg'(a).

This argument also implies that F°(g o f )  =  F°g o F ° f  for any morphisms

X - ^ Y ^ - ^ Z

of the category C. This means that F° : C —> T  is a well-defined rnonomorphic functor. It 
is clear that F° is an 0 -modification of F.

It remains to check that F° is the maximal 0 -modification of F. We shall show that for 
any 0 -modification F  of F we get F i f ( F 0 )  C F °0  C F I where i f  : 0  —>■ 1 is the unique 
map. Applying the functor F  to the equality f 0 o i f  =  fi  o i f  we get F / 0 o Fif(a)  =  F /i  o 
Fif(a)  for every а Є F 0 , which means that Fif(a)  Є F °0  and thus F i f ( F 0 )  C F °0 . □



Now, given a functor F  : C -> T  with finite supports and an object X  of the category 
C, we define the support map suppx : F ° X  [ΑΓ]<ω into the set [Χ]<ω of finite subsets of 
X.  Each finite subset A C X  will be endowed with the discrete topology. By ίχ : A —> X  
we denote the identity map from the finite discrete space A to X.

For an element а Є F X  the set

SUPPX (о) =  D M  Є [Χ]<ω : а Є F°i%(F°A)}

is called the support of a.
The principal result of this paper is the following theorem, which has been applied in [2].

Theorem  2. Let C be a T op -like category and F  : C  -> T  be a monomorphic functor with 
finite supports. Fur any ('lenient а Є F °X  the support A =  suppx (a) is a well-defined finite 
subset of X  such that а Є F° ίχ(Ρ° A ) .

We postpone the proof of this theorem till Section 2. Now we discuss an application of 
Theorem 2 to functors of finite degree in the Top-like category C om p of compact Hausdorff 
spaces and their continuous maps. First we recall the necessary definitions, see |5| for more 
details.

A functor F \ C om p —» T

• is epimorphic if F preserves epimorphisms (which coincide with surjective maps in the 
categories C om p and T);

• is continuous if F (C om p) C C om p and F  preserves the limits of inverse spectra in 
the category Com p;

• preserves intersections if for any compact Hausdorff space X  and closed subsets X a C 
X , а Є ,4, with intersection Z =  ПаЄл ^ а , we get Fi x( Z)  =  Ґ\єл F ix” ( F X a).

Here for two compact Hausdorff spaces A C В by i g i A —t B  we denote the identity 
embedding.

Theorem 2 is a key ingredient in the proof of the following:

Theorem  3. Each monomorphic functor F  : C om p T  with finite supports is epimorphic 
and its maximal 0-modification F° : C om p —> T  preserves intersections.

For endofunctors F  : C om p —> C om p in the category of compacta we can prove a bit 
more:

Theorem  4. For each monomorphic functor F  : C om p -»  C om p with finite supports 
its maximal 0-modification F° : C om p -»  C om p is a monomorphic, epimorphic. contin
uous, intersection preserving functor with Unite supports. Moreover, the functors F  and 
F° preserve the weight of infinite compacta if and only if for every n Є uJ the space Fn is 
metrizable.

In [3] V.Basmanov proved that each monomorphic continuous functor F : C om p -»  
C om p of finite degree degF < n preserves (finite-dimensional) compact ANRs provided F 
preserves intersections and the spaces F 0  and Fn  are finite-dimensional ANRs. Theorem 4 
allows us to improve this Basmanov's result:

Theorem  5. A monomorphic functor F  : C om p —)■ C om p of finite degree degF <  n pre
serves (fimte-dirnensional) compact ANRs provided F 0 , F°0 ,  and Fn are finite-dimensional 
ANRs.

This theorem implies the following corollary that will be applied in [1] for studying the 
functors of free topological universal algebras.

C orollary Ї . A monomorphic functor F  : C om p —* C om p of finite degree degF <  n 
preserves (finite-dimensional) compact ANRs provided the space F I is finite and Fn is a 
finite-dimensional ANR.

2 P r o o f  o f  T h e o r e m  2

We assume that F  : C —> T  is a monomorphic functor with finite supports defined on a 
Top-like category C and F° : C —* T  is its maximal 0 -modification. We recall that for a 
finite subset A of a topological space X  by ίχ  : A —¥ X  we denote the identity map from A 
endowed with the discrete topology to X .

Theorem 2 will be derived from the following lemma.

Lem m a 1. For any subsets A, В o f a finite discrete space X  we get

F ° 4 nB{F°(A П B)) =  F ° 4 { F A )  П F ° i f  (FB).

Proof. The inclusion F°ixnB(F° (А Г) В))  C  F °i£(F °A ) П F ° i f  (F °£ ) follows from the func
tor iality of F°. To prove the reverse inclusion, we consider 4 cases.

1. If A C B, then ίχ =  ίχ о ід and then F°ix(F°A)  =  F °ix o F°ig(F°A)  C F°iB( F°B) 
and F°ix(F°A)  П F°ix(F°B)  =  F° i $( F°A ) =  F°i jpB(F°(A Π B)).

2. By analogy we can consider the case В C A.
3. The sets А, В C X  are non-empty but have empty intersection А (Ί В =  0 . In this 

case F°A  =  FA  and F°B  =  FB.  To prove that F i ^ ( F A ) n F i B(FB)  C F°i<̂ (F °0 ), fix any 
element c Є Fi x( FA)  П FiB(FB).  We need to prove that c Є F °i‘\ (F °0 ). Find elements 
ca Є FA  and св Є FB  such that Fz^-(c^) =  c — Fi B(cB)·

First we prove that for any point а Є A we get c Є F i^ (F {a } )  C FX.  Indeed, consider 
the map r : X  —>■ A such that r{x) =  x  if x Є A and r(x) — a if x Є X\A. Let r B̂  : В —» {а } 
denote the constant map and observe that ίχ o r o iB =  ίχ1'1 o rBay

Applying the functor F  to the equality ίχ  — ίχ o ro  ίχ , we get c =  F i x (ca) =  F/\l o Fr o 
Fi x ( cA) =  Fix  o Fr(c) =  Fix  o Fr o F i B(cB) Є F( ix  o r  o i f  )(cb) =  F (ix * о гва̂ )(св) — 
Fi{x ] (Frfa}(cB)) Є F i P ( F { a } )  C F X.

By the same argument, we can prove that c Є F ί ψ (F{b} )  C F X  for any b Є В.
Let r f  : .Y 1 be the unique map and f a, f b : 1 —>■ X  be two maps such that f a(0) = а Є 

A and f b{0) =  b e  B. Since c G Fi<“} (F {a }) =  F /a(F l)  and c Є F i{Yfe}F ({b }) =  F /6(F1) 
there are two elements са,сь Є FI such that F fa(ca) =  c =  Ffb(cb). Since r f  o f a =  id =  
ri 0 fb) we conclude that

ca =  Fry O F f a(ca) =  Рґ*(с )  =  F r f  O Ffb(cb) =  cb.



Now we see that the element cx =  ca =  сь belongs to F °0  and c =  F f a(c\) =  F f b(c\), 
which means that c =  F °ilx  (а )  Є F°i%(Fo0 ) according to the definition of the morphism 
F°i% : F °0  —> F°X  =  F X .

4. The intersection A (1 В is not empty. In this case F°A =  FA. F°B =  F B  and 
F°(A  П B)  =  F ( A D B ) .

To prove that Fi^(FA)  n F i f  (FB)  C Fi jp B( F ( An B ) ) ,  fix any element c Є Fi^(FA)  П 
F i x ( F B )  and find elements cA Є F A  and св Є F B  such that Fi x( cA) =  c =  FiB(cB).

Choose any map rx,~B '■ X  A C\ В such that r (x ) =  .x for all .r Є А П В and define 
retractions rx  : X  —>· A and rB \ X  —f В by

.;· if X  Є В

r лг ні·1') otherwise.

Observe that rxnB =  r B o rx  =  rx  o rB.
We claim that cA =  Fr%(c). Since =  ίχ o -r\ o i$,  we get

F i χ {cA) =  Fix  o Frx  o F r xx [rA) =  /··/' o FrJ(c)  =  F i i ( F r x (c))

and hence сд =  Fr^-(c) by the injectivity of the map Fz/γ : FA -> F X .
The same argument yields cb =  FrB(c). Now consider the element сдв =  FrxnB{c) Є

F { A D B ) .  Since Гдпв =  Гдпв о о r ^ ,  we get

сдв =  F r fnB(c) =  FrxXnB о F ix  о Fr\ (c) =  Fr£nB o Fi^(cA).

Applying the functor F  to the equality iBnB о ГдпВ о г£ =  r ^ o  г^, we get

F i BnB(cAB) =  F ijp B o F rxXnB o Fi'x(cA) =  F r f  o F%x(cA) =  FrB (c) =

and then

F < f ' V -ш) = F(<? о 4 nB)(c.w) =  P i?  °  -  FiBx (cB) =  c,

which means that c -  l7iif и[/'лв) € Π B)). □

The following lemma implies Theorem 2.

Lem m a 2. For any object X  o f the category C  and an element а Є F °X  the support
A — suppx(a) is a well-defined finite subset o f X  such that а £ F°ix(F°A) .

Proof. We recall that supp.Y(a) =  Г\В where В =  {В  Є [Χ]<ω : а Є F°iB( F0B)} .  First we 
show that the family В is not empty. Since the functor F° has finite supports, there is a 
map /  : C  —> X  from a finite discrete space C  such that а Є F°f (F°C) .  Let В =  f ( C )  and 
Jb : C —r В be the map such that f B(c) - / ( c )  for all c Є C. Since /  =  iB o f B , we get 
F° f  F°iB o F° fB and

а Є F° f ( F°C)  =  F°( iB o f B)(F°C)  =  F 0iB( F0f %(F°C )) C F° lb (F°B).

. if .r Є Л у .
/ ■ л И Н  V a l ld  Γ ΰ 1 ·Γ)Гдп/і ( J') otherwise

Now we see that В Є В and the family В is not empty. So, the intersection supp(a) =  
Π В is a well-defined finite subset of X.  Since supp(a) =  ПВ is finite, there exist subsets 
B\, B2, . . . ,  Bn Є В of X  such that supp(a) =  ΠΓ=ι For every k < n let Ak =  Ht=i ^*· 
Thus Αχ =  В i and An — supp(a).

We claim that а Є F°iJx ( F 0Ak) for every 1 < k <  n. This will be done by induction 
on k. For k — \ this inclusion follows from Αχ  = Βχ  and the choice of Βχ.  Assume 
that а Є F°ixk~1(F°Ak-i)  for some k <  n. Taking into account that Ak =  Ak-χ П Bk 
and о Є F°iBk(F°Bk) and applying Lemma 1, we conclude that а Є F ° i ( F ° A k ~ x )  Π 
F °iBxk(F°B k) =  F°ixk{F0Ak).

For k =  n we get An =  supp(o) and hence а Є F°i^n(F°An). □

3 P r o o f  o f  T h e o r e m  3

Let F : C om p —> T  be a rnonomorphic functor with finite supports and F° : C om p —> T  
be its maximal 0 -modification. By Theorem 1, the functor F° is rnonomorphic. Also it is 
clear that F° has finite supports. The two properties of F  and F° stated in Theorem 3 are 
proved in the following two lemmas.

Lem m a 3. Each rnonomorphic functor F : C om p -»  T  with finite supports preserves 
surjective maps and hence is epimorphic.

Proof. Let /  : X  -4 Y  be a surjective map between compact spaces and b Є F Y  be any 
element. Since F  has finite supports, there is a finite subset В C Y  such that b Є FiB( F B ) 
where iB : В - »  Y  is the identity map from В to Y.  Let s : В —> X  be any map such that 
/  o s =  iy. Such a map s exists because the map f  is surjective. Fix an element Ьв Є FB  
such that b =  FiB(bB) and let а =  Fs{bB). Applying the functor F  to the equality f o s  =  iB, 
we get b =  F i B(bB) =  F  f  o Fs(be ) — F /(a ), witnessing that the map F f  : F X  —> F Y  is 
surjective. Therefore F  is an epimorphic functor. □

Lem m a 4. The functor F° : C om p —> T  preserves intersections.

Proof. Let X  be a compact Hausdorff space and X n, а  Є A, be closed subspaces of X  with 
intersection Z — Χα· For two compact Hausdorff spaces A C В by iB : A —> В we
denote the identity embedding.

We need to prove that F°ix(F°Z)  =  ПоеД F ° ^ Q(F °A a). The inclusion

F °izx (F°Z) c  Q  F°iXa( F °X a)
C*£ A.

trivially follows from the functoriality of F°.
In order to prove the reverse inclusion, fix any element b Є Ппед F°i$>(F°Xa). For every 

а Є A find an element ba Є F ° X a such that b =  F°i γα(6α). Since the functor F° has finite 
supports, there is a finite set Yn C  X a such that ba Є F°i\?a(F°Ya). Since ίχ — г\а о , 
we get



The definition of the set A =  supp(b) guarantees that A =  supp(b) C Ya C X a C X.  
Then A C Г\аєіХ <* =  z  and іґх  =  lx o i z· ВУ Theorem 2, b Є F°i^(F°A)  and consequently, 
there is an element а Є F°A  such that b =  F°ix (a). Let c =  F°rj(a) Є F°Z.  Then

b =  F°ix(a) =  F °(izx  o i‘z)(a) =  F° tzx {F° tAz {a)) =  F °izx (c) Є F°izx (F°Z),

which completes the proof. Q

4 P r o o f  o f  T h e o r e m  4

Let F  : C om p —> C om p be a monomorphic functor with finite supports. By Theorem 3, 
its maximal 0 -modification F° : C om p -»  C om p is a monomorphic. epimorphic functor 
with finite supports, which preserves intersections. The remaining two properties of F° 
stated in Theorem 4 are proved in the following two lemmas.

Lemm a 5. Each monomorphic functor F  : C om p -»  C om p with finite supports is conti
nuous.

Proof. By Lemma 3, F  is epimorphic. By Theorem 2.2.2 of [5] the continuity of the functor 
F will follow as soon as we check that for each cardinal к and any two distinct elements 
а.Ь Є F(IK) there is a finite subset D C к such that Fpc>{<ι) φ Fpo(b)  where po  : —» 1°
is the projection of the Tychonov cube P  onto its face 1D.

Since F  has finite supports, there is a finite subset C  C IK such that a.b Є Fic (FC)  
where i°  : C —* denotes the identity embedding. Find elements ac ,bc  Є F C  such that 
a =  Fic (ac) and b =  Fic (bc ). Since C  is finite, we can find a finite subset D C к such 
that the composition pD о ic  : C  -> I D is injective. Since F  is monomorphic, the map 
Fpo o Fic  : FC  —>· F l D is injective and hence

Fp d {o)  =  FpD ° Fic (ac ) φ FpD o Fic {bc ) =  FpD(b).

For a topological space X  by w(X)  we denote its weight (equal to the smallest cardinality 
of a base of the topology of X ). For two compact Hausdorff spaces X , Y  by C'(X. Y) we 
denote the space of continuous functions from X  to Y,  endowed with the compact-open 
topology.

Lem m a 6 . If F : C om p —> C om p is a monomorphic functor with finite supports, then 
w( FX)  < sup{i('(A'), w(Fn) : n Є ω } for each infinite compact space X .

Proof. By Lemmas 3 and 5, the functor F  is epimorphic and continuous. Then by Theorem 
2.2.3 of [5], for every n Є ω the map

F : C(n, X )  -> C{Fn. FX) ,  F  : f  F f ,

is continuous and so is the map

ξη : C(n, X )  x Fn  -> FX.  ζη : ( / .  а) F /(a ) ,

according to the exponential law for the compact-open topology [4, 3.4.8]. Then the image 
FnX  =  ξη( 0 ( η , Χ )  x Fn)  C F X  is a compact space of weight

w(FnX )  <  w(C(n,X)  x Fn) <  max { w ( X n) .w(Fn) }  =  max{w;(X), w(Fn)} ,

see [4, 3.1.22].
Since F has finite supports, the compact space F X  is equal to the countable union F X  =  

UneujFnX and hence has weight w( FX)  <  supneuJ w(FnX )  <  sup{w(X) ,  w(Fn) : n Є ω}  
according to [4, 3.1.20]. □
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Балах T.O.. Мартиненко M .В., Зарічний М.М. Про мономорфпі топологічні функтори зі 
скінченними носіями /7 Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №1. — С. 4-11.

Доведено, що мономорфний функтор F  : C om p  —> C om p  зі скінченними носіями є 
епіморфним, неперервним і його максимальна 0-модифікація F °  зберігає перетини. Із 
цього випливає, що мономорфний функтор F  : C om p  —> C om p  скінченного степеня 
degF  <  п зберігає (скінченновимірні) ANR-компакти, якщо простори F 0 , F ° 0 ,  і Fn  є 
скінченновимірними ANR-компактами. Цей факт покращує одну відому теорему Басма- 
нова, позбавляючи її від зайвих умов.

Банах Т.О., Мартьіненко М.В., Заричньїй М.М. О мономорфних топологпчсских функто- 
рах с конечними носителями Ц Карпатские математические публикацип. — 2012. — Т.4, 
№1. -  С. 4-11.

Доказано, что мономорфний функтор F  : C om p ->  C om p  с конечними носителями 
являетея зпиморфньш, пепереривним п его максимальная 0-модификация F °  сохраняет 
перееечения. Из зтого следуєт, что мономорфний функтор F  : C om p —► C om p  конеч- 
ной степени degF <  п сохраняет (конечномерние) ANR-компакти, если пространства 
F 0 ,  F ° 0 .  и Fn  являютея конечномерньши ANR-компактами. Зтот факт улучшает одну 
известную теорему Басманова, пзбавляя ее от лишних условпй.

http://arxiv.org/abs/1108.4197
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Б у р т н я к  і .В . ,  М а л и ц ь к а  Г .П .

Ф У Н Д А М Е Н Т А Л Ь Н І М А Т Р И Ц І Р О З В ’Я З К ІВ  О Д Н О ГО  К Л А С У  
В И Р О Д Ж Е Н И Х  П А Р А Б О Л ІЧ Н И Х  С И С Т Е М

Буртняк І.В.. Малицька Г.П. Фундаментальні .матриці розв'язків одного класу виродже
них параболічних систем, / /  Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, jV«l. — С. 
12- 22.

Розглянуто один клас ультрапараболічних систем рівнянь другого порядку, що мають 
три групи змінних, за якими є виродження, і коефіцієнти залежать тільки від часової 
змінної. Побудовано фундаментальну матрицю розв'язків задачі Коші, одержано оцінки 
цієї матриці та всіх її похідних.

Ця стаття є продовженням робіт [11, [2], [5], де розглянуто системи вироджених 
параболічних рівнянь колмогоровського типу. Зауважимо, що детальний опис дослі
джень і розвитку теорії вироджених параболічних рівнянь типу Колмогорова з двома 
групами змінних, за якими є виродження параболічності, зроблено в роботі С.Д. Ей- 
дельмана, С.Д. Івасишена, А.І. Кочубея [4]. Ми розглянули один клас систем рівнянь 
колмогоровського типу другого порядку, що мають три групи виродження параболічно
сті з коефіцієнтами залежними від часової змінної, для яких виконуються умови типу 
умов Лагшо-Данилевського, встановили існування, єдиність фундаментальної матриці 
розв'язків задачі Коші (ФМРЗК), дослідили властивості і оцінки похідних ФМРЗК.

1 П о з н а ч е н н я  і п о с т а н о в к а  з а д а ч і  К о ш і

Нехай п0, пі, п2, щ,  п4 — фіксовані натуральні числа, причому щ  > п2 >  щ  > п4 і

Е  Щ =  no; Р -  E (2 j  -  1К ;  х =  (.сі, ■ · . , х а ) Є R”". де xj =  (x j b .. . , x jUi) Є RnK Для 
j -і j=l

4 " ,
x. s Є Rn° маємо (x, s ) =  E  E  xjmSjm· Всюди далі будемо використовувати позначення

j —1 т—1

Xj — (x j 1 · · · · · Xjn j+i )) x j (Xjli ■ ■ ■ ' x jnj+2)i x j ( X j l , ...........ϊ-j’ ч ) ’ Xj {%jn4+l j · · · · Xjna)·

Xj ~  (Xjn 3 + І1 ■ · · > Xjn2 ) 1 Xj 1 + L’ ■ · · TXjnj)l X (Xi, £2, Л-3 , Ж4 ), X (хг , X2 , X3 , X4 ) ·

2010 Mathematics Subject Classification: 18B30, 54B30.
Ключові слова і фрази: фундаментальна матриця розв'язків, рівняння Колмогорова. ультрапараболічні 
системи.
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Нехай

p(t, χ; τ ,ξ )  =  |Х! -ξ ι| 2/ 4 ( ί - τ ) +  3|х2 + ( Х і + ^ ) ( ί - τ ) / 2 - ^ 2|2( ί - τ )_3

+180|χ3 +  ( ί - τ ) ( χ 2 +  6 ) /2  +  ( χ ι - | ι ) ( ί - τ ) 2/1 2 -^ | 2( ί - τ ) - 5 +  63000|χ4 +  (χ3+ 6 ) ( ί - τ )/2  

+ ( Х 2 -  Ш  -  г )2/ 10 +  (х, +  ї ї )(t -  т)3/ 120 +  ξ4|2(ί -  т Г 7, Є є  R"0·
4

d{t, χ; τ ,ν )  =  Ύ  I xj -  yj\2(t -  r)~{2j- l). 
j = 1

Розглянемо систему рівнянь виду

З nj+l п п\

і)tnr{t .£ ) — Xjmdxi+1mUr{t· х) =  Y  [akm(t,x)d%lmXlk (1)
j = 1 тп= 1 1=1  k,m= 1

+ < '( i ,  x )a ,lm +  o,q (ί, x)]uj(i, x), r =  1........η, (ί, χ) Є Π(„,7Ί,

де Π(ο,τ] =  { { t , x ) , t  Є (Ο,Τ], 7і > Ο,χ Є Μ"0}. Припускатимемо, іцо коефіцієнти arklm(t,x), 
arn[(t,x),  ar0l(t,,x) цієї системи комплекснозначні функції і такі, що система

11 П1
dtwr(t, x) =  X )  Σ  + am(^ я)джіт +  α5'(ί, χ)]ϊϋι(ί, x), r =  1, . . . .  η, (2 )

1=1 k,m= 1

є рівномірно параболічною за Петровським у замиканні П[0,г] множини П(0,г], в якій 
(х2, Х3, Х4) вважаються параметрами.

Для зручності запишемо систему (1) у матричній формі

з
Otu(t,x) -  Y x j d Xj+iu(t,x)  =  X  ak(t ,x)d^u(t,x) .  

j=1 |fc|<2

Знайдемо розв'язок системи (1), який задовольняє початкову умову

■u(£, x)|t=r =  w0(x), x G Mn°, 0 <  т < t < T. (3)

де t — задане число, щ(х)  := col(u0i (x ) , . . . .  Щп( х )) ~  задана матриця-стовпчик.

Означення. Під ФМРЗК (1), (3) будемо розуміти квадратну матрицю G(t. х;т.у), 
{х , у}  С М"0, 0 < т < t < Т, порядку ті гаку що для будь-якої гладкої фінітної функції
'Uo(x) та довільного т Є [0, Г] формула u(t,x) =  f  G( t , x ; r ,y )u0(y)dy, (ί,χ) Є Π(τ,Τ],

Rn0
визначає розв'язок системи (1), який задовольняє початкову умову (3).

2 Р о з в ’я з а н н я  з а д а ч і  К о ш і  д л я  с и с т е м и  із  к о е ф і ц і є н т а м и

ЗАЛЕЖ НИМИ ТІЛЬКИ ВІД t

Розглянемо задачу Коші для системи (1), в якої коефіцієнти 
неперервні функції на [0, Т]



З '*j+i η п і
dtUr(t. x) 'У  ̂̂   ̂Xjm9xj + lmur{ti x)  ̂̂   ̂  ̂[акт{^)^хітХік (̂ )

j = l  m = l  i = l  к .т =  1

+ < a (^ * lm+o5'(i)]«i(i,a :), Ο < r < t < Т ,  х Є Ш п\ r =  1 , . . . , η,

ωΓ(ί , )̂|t=r =  «Or(ж),ж Є En°, r =  1 , . . . ,  п, (5)

де иог(х) — досить гладкі фінітні функції. Оскільки система (2) параболічна, то (див. [1]) 

корені λ ι.......Хп рівняння det {  (  J2 c4lm(t)(isIk){іSim)J - Λ / }  =  0, де /  одинична
L V к,тп=1 '  r 'l = i  J

матриця порядку n. і -  уявна одиниця, задовольняють умову ReXr(t. si) < — <5оІ*Ί K
.y | tR "l.r  =  l ....... n з деякою сталою Λ0 > 0, незалежною від ί , 0 < t < T.

Будемо вважати, що виконуються умови Лаппо-Данилевського для такої матриці 
У] ak{to)(iPi(t, s*. с))к для будь-якого фіксованого t0 Є [0.Т]. де

І/сі =2

Pi(i, s*, c) :=  (i3S4i/ 6  +  t2c'n /2 +  fc'21 +  c?n , . . . ,  i3.s4i,t/6  +  iV lfM/2  +  ic2„4 +  c'3n4;

^·43λ4+ι/2 +  ĉ u 4+i +  C2n4+1 · ■ · · · ^ 5зп3/2  +  *с"Пз +  4 ,13; 

t -s 2n3 +  l +  ^Іпз +  l ’ · · · · t s 2n2 +  < l , i2 ? *’ l «2  +  l ’ · · · ■ ^ ln i ) ?

Су, c'fc'r, c"'s — дійсні сталі, I — 1. 2, 3; A; =  1, 2; j  =  1 , . . . ,  n4; r =  n4 +  1 , . . . ,  n3; s =  n3 +  
1, . . .  , n 2.

Зведемо задачу Коші (4), (5) до задачі Коші для систем диференціальних рівнянь 
із частинними похідними першого порядку. Для цього компоненти щ , .. .  ,ип розв’язку 
задачі Коші (4), (5) будемо шукати у вигляді оберненого перетворення Фур’є по s від 
невідомих функцій ί,’ι , . . .  , νη, тобто

ur{t,x)  :=  F - 1K (i,s ) ] ( i ,x )  := (2тг)“ п° j exp{ i {x , s ) }vr{t,s)ds,
Rno

0 < τ < t < T,x  Є En°.r  =  1 ,---- n. Враховуючи рівності dtF~l [vr] =  F~l [dtvr\,
XjmOIJ+l,mF - l[vr} =  F - l [ - s J+i.,„0ej,mtV], а також <%lkXlmF ~ l [vr] =  F - l [(islm)(islk)vr\ =  
F _1[—6'im.sifciv]) одержимо для щ , . . . .  vn таку задачу Коші

З rij+ι n ni
а м м  + Σ Σ  Sj+l,md.sjm Vr{ti s) Σ Σ  [ akm(t)s lrnslk (6)

j = 1 τη—1 /= 1  k,m = 1

+a^ (i)s imi +  «ο (i)]^ (i, •s’). 0 < τ  < t < T . s  Є En°, r =  1 , . . . ,  n.

vr(t, s)|i=T =  vor(s), s Є E”°, r =  1 , . . . ,  n, (7)

Оскільки функції Hor(x) досить гладкі і фінітні, то їх перетворення Фур’є є ана
літичними функціями, ДЛЯ ЯКИХ виконуються нерівності: I (.’Or (6·) І < С(  1 +  |s|)“ '",s  Є 
Е "°. m > по +  1, де

v0r(s) := F[u0r(x)] =  /  exp{ - i ( x , s ) } u 0r(x)dx. (8)

У задачі (6), (7) s* — параметр. Система (6) є системою диференціальних рівнянь 
із частинними похідними першого порядку, які мають однакові головні частини. Згідно 
з |2, с. 146-148] така система еквівалентна однорідному лінійному диференціальному 
рівнянню З частинними ПОХІДНИМИ першого порядку ДЛЯ функції W  ВІД П +  1 +  По — Пі 

незалежних ЗМ ІННИХ t ,  sn , . . . , S Xn2, S21, · · · , s 2n3, « З І , · · · , «3 π 4 , v u . ■ · ,  Vn

з nj+i n m

d >w + Σ Σ •5j + l ,m,dsjrn Ш -Σ  Σ [ iO tn ( t ) s i rn -j- Qq ( t )^ C r 0 VlW  — 0 ,
j  =  l m =  1 r,l—\k,m =\

яке в свою чергу, як відомо, еквівалентно системі звичайних диференціальних рівнянь 

dt =
dsii ds і„2 ds 2 i ds‘ltl:t d.ч:і) ds-itl4

-s'21 «2rt2 •s'31 s 3rt3 •‘’ 41 -S4n4

dvi
n n 1

Σ  Σ  [ - ^ m(t)simsik + ia^{t)sXm + atf(t)]vi
1=1 k ,m —1

_  _______________________________ ____________________________________

Σ  Σ  [-ajfcin(i)sim sifc +  i a ^ ( i ) s i m +  ag, ( i)]i ;i
/=1  /c,m =l

4 4
З цієї системи виділимо Σ  rij + 7i 4-1 рівнянь для знаходження ri j +  η +  1 неза-

j=2 J=2
лежних інтегралів. З рівнянь dt =  =  1, . . . ,  п4, знаходимоs4j

S3j — tS4j +  c\j,j =  1, . . . , τι ι, (9)

із dt =  ~ · ,  j  =  1, . . . , n4, враховуючи (9), маємо

s 2j  =  t2 s4j /  2-І-tc\j +  4 ; j , (10)

а із dt =  dsij/s2j , j  =  1, . . .  ,n4 i (10) одержимо

.Si j =  t3s4j/6 +  t2dXj j  2 +  icf2j +  c'3j. (11)

При j  =  n4 +  1 , . . . .  із dt =  dsoj/szj маємо

S2j =  ts3j +c%j, (12)

тому із dt =  dsij / s 2j  при j  =  n4 +  1, . . . .  n3

sij =  t2s:ij/2 4- te"j +  c'.yj. (13)

Розглядаючи j  — n з +  1....... n 2, із dt =  ds\j/s2] одержимо

sij -  ts2j +  c"'. (14)



Враховуючи (9)—(14), запишемо 

5і =  (■‘>'11, · · · і 6‘іпі) — (̂ 3 4̂l /6  +  t2c'n / 2 +  ІС 21 +  C31, . . . , tAS,\njQ  +  t* ClnJ  2 +  ic2rl4 +  C3n4,
'̂2·43π4 +  ι/2  +  icln4+i +  C2n4 +  1’ ■ ■ · i t  s ’i П3/2 +  fCi„3 +  C2n;<, ίθ2η3 +  1 +  c ln3+l ’ ' ' ' ’

tS2n2 “t- ^Іпг’ ®ІП2 + 1 ’ · · ■ ’ ) ■ Pl(t,S ,c), (15)

S2 =  (•‘>21· · · ■ 1 s 2no) =  (t •<’4l/2  +  ІСц +  C2i, ■ ■ ■ , t S4n4/2  +  tĈ ni +  c2n4> ^Зтч+І-^
“b^’lri4 +  I ’ ' · ’ > tS3n3 +  Cin;), S2n3 + 1 1 ■ ■ ■ 1 ̂ 2пг) · P 'l{ti S , c), (16)

i>3 =  U's'41 +  ί;ιι>------ ·̂4 In, -r с1п4) -ч3н i + 1 ---- -s3/m ) :=r Pi( t , S , Г). 64 Є M ' . (17)

Нехай P(t, s*, c) :=  (P, (t. s*, c), P2(i, «*, c), P3(i, «% c))· c :=  (c\ c", c'")·
Підставимо (15)- (17) в систему рівнянь dv =  Σ|λ·’|<2 ak(t){isi)k'vdt, одержимо систему 

рівнянь на характеристиках (9)—(14)

dv(t,P(t ,s*,c),S4 ) -  X  ak(t)(iPi(t,s*,c))kvdt (18)
|fc|<2

'5 початковою умовою

?■'(£, P(t, S*, c), S4)|i=r =  V0(P(r,S*,c),S4 ). (19)

Задача Коші (18), (19) має єдиний розв’язок для 0 < т < t < Т  < +оо і має вигляд

v(t, P( t , s*. c), s4) =  Q(t, t. P { t , s*, c), 54)υ0(Ρ(τ, 6'*. c), s4), 0 < r < t  < T ,  (20)

де Q(t ,r ,P(t ,s*,c) ,S 4)  — нормальна фундаментальна матриця розв'язків системи (18), 
Q (f,r ,P (i,s* ,c ),.s4)|t=r =  І.

Знайдемо с'.с",с'" із (9)—(14):

C 1 j  —  S 3j  — t s 41 · C‘2j =  S2j —  t-Szj +  t 2S 4 j / 2,

c[,j — 6']j — t.S2j +  t2S3j/2 — t iS4j/6,j =  1. . · · , ft-4, (21)

4  =  .S2j — £s3j, C2j· =  f)\j — tS2j +  t2Szj/2,j =  П4 +  1------ n3, (22)

c "  =  Sij — ts2j , j  =  П3 +  1....... ra2. (23)

Підставивши (21) (23) в Pi(r, s*,c), маємо

r ‘5.S'4j/6 +  С ц Т 2 +  C2 j r  +  Cgj =  S i j  —  ( t  —  t ) s 2j  +  [ t  —  t )  S ^ j/2 —  ( ί  —  t ) .S’ iy /G ,

j  =  1........n4; r2,s3.,-/2 +  c":jT +  c'2j =  *υ· -  (i -  t ) s 2j +  (i -  r)2s3j· /2.

j  =  n4 +  1------- n3; r»2j +  c"j =  «1 j -  (i -  7-), j  =  n3 +  1...........n2. (24)

Аналогічно підставивши (21)—(23) в P2(t ,s*,c),  P3 (t,s*,c),  одержимо

r 2s 4 j/ 2  +  с'г іг  +  c 2j =  s 2i -  (ί  -  r ) s 3i +  (ί -  T) 2s 4j/ 2 , j  =  1, . . . , η 4;

rs3j +  c"j =  s2j -  (ί -  t )s3j·, j  =  n4 +  1 , . . . ,  n3;

rs4j- +  i/y =  Sj -  {t -  r )s4j, j  =  1 , . . . ,  n4, (25)

Враховуючи (24), (25), одержимо

ϋ(ί, s) =  Q (i, r, s ) f0(si -  ( t  -  t ) s'2 +  (t  -  r )2.s3/2 -  (i -  r )3.54/ 6 , 

s" -  (i -  t ) s 2 +  { t -  t ) 2s*3/2, s'" -  (i -  r)s*, sj, 4  -  (i -  r ) 4  +  (i -  t )2s4/2 ,

s2 +  (i -  t).s·*, ,s*„ s '3 -  (i -  r).s4 , S3, s 4)· (26)

За побудовою, ця формула виражає розв’язок задачі Коші для системи (6) з початковою 
умовою (7). Далі обґрунтуємо, що u(t.x) — розв’язок задачі (4). (5) має вигляд

■u(t,x) — (2π)-ηο /  expxQ(t, т, s)vo(s[ -  (t -  r)s2 +  (t — t ) 2s '3/ 2
JRn 0

- ( t  -  r )3S4/ 6 , ,< -  (ί -  r)s2 +  ( t -  T)2Sg/2, s'" -  (i -  r)s.2, sj, 4  -  (i -  7-)S3

+ (i -  t ) 2s4/2, s2 -  (i -  T)sg, S2, S3 -  (t -  r )s4, S3, s4)de. (27)

У  інтегра.,'іі (27) зробивши заміну змінних Sj — (t — r)s2 +  (i — r)2S;3/2  — (i — r)3s (/6  =  
sl ~ ( t ~  r)s'2 +  {t — t ) 2S3/2 =  s " ' - ( i - r ) s *  =  y/", si =  УІ, s '2 — (t — t ) s '3 +  (t — τ ) 2 S4 / 2  =  y'2,
s 2 -  {t -  r )s *3 =  y", s2 =  y2, S3 -  (t -  r)s4 =  Уз, S3 =  Уз, s4 =  y4, матимемо

ω(ί,χ) =  (2τΓ)_ηο /  ехр{г(:Сі, yi) +  і(х2 +  x\(t — т), у2) +  г(.с3 +  ,х2(̂  — г)
J RnO

+(t  -  τγχχ/ 2 , у3) +  г(х4 +  x3(t -  r) +  x2(t -  r )2/2  +  x;x(i -  r )3/6 , y4)}

xQ (i, r; B(t , r, y))v0(y)dy, (28)

де B(t, r, y) :=  (yi +  (i -  7")y2 +  y3(i -  t ) 2/2  +  y4(i -  r )3/6 , y" +  (i -  r)y " -f y*(i -  r )2/2 ; 
y'/' +  (i -  r)y*,y*,y^ -  (t -  r)yij +  (i -  r)'2y4/2 , y" +  (i -  T)y*, y^ y!3 +  (t -  r)y4, y3.y4). 

Інтеграли (27), (28) одночасно збіжні або розбіжні. Далі буде доведено оцінку
4

|Q(i,r; B(i,r,y))| <  Л е х р {-С о Х | у ,| 2(і -  т )2̂ 1}. (29)
j= i

з деякими сталими А >  0, с0 >  0. Внаслідок виконання (29) є збіжність (28), можливість 
в (27) диференціювання під знаком інтеграла, а також граничного переходу u(t, х) —> 
F~1Fuo =  Uq при t —>■ Т + .

Скориставшись виразом (8), оцінкою (29) і змінивши порядок інтегрування у фор
мулі (28), одержимо

u{t,x)  =  І Ο(ί,χ\τ,ξ)η0{ξ)άξ,0 < т < t < Τ . { ξ , χ }  C Rn°, (ЗО)
J Rn0

G(t, Χ',τ,ξ) =  (2π)“ η° ί  exp{?'((xj - 6 ) , У і )  +  і((х -2 +  Χχ (t -  τ) -  Є2),у 2)
J Rno

+і«^з -  & + m  -  r) +  h ( t  -  =
+.τ2(ί -  7“)2 /  2  +  xi(i -  r )3/6). y4) }'Q (tm M & m  m m *

код 021252^0 . „
! н а у к о в а  б іб л іо т е к а



З Д оведен н я  оцінки (29) у ви п а д к у  с та л и х  коеф іцієнтів си стем и  (6 )

Розглянемо систему рівнянь виду

dv{t, P(t,  s*, c ), s4) = 5 ^ a fc(iPi(i, s\c ) )kv(t , P (i, s*, c), s4)<ii 
|fc|=2

таку, що

^  α*(*Ρι(ί, .s*, c))fc f  Σ  ak(iPi(/3, s*,c))kdp =  /  Σ  fl*(*p i(£ ’ с) ) * ^
|fc|=2 r 1*1=2 ' T 1*1=2

x 5 ^  ai:( /P ,(M * ,c ))A:. (31)
|fc|=2

Якщо n\ =  »2 =  «з =  1, ТО (31) завжди виконується. Як вище доведено, розв’язок 
задачі Коші для такої системи рівнянь запишеться у вигляді (20)

v(t, P ( t , s*, r), s4) =  Q(t, r; P (i, .s+, c), s4)t’0(P (r, s*, c), s4), 

але оскільки виконується (31), то

Q (i,r ;P (i,s* ,c ),s4) =  ехр { ί  ] Г  α^ Ρ χ ( β  · s\ с))к άβ\ .
τ 1*1=2

t
Враховуючи (22)—(25), одержимо (26) з Q(t , r , s ) =  е х р { -  ак J (a(t -  д, s))kd0 }1

1*1=2 r

де α(ί — r, s) := (s'x — (t — t )s'2 +  (t — r )2s'3/2  — (t — r )3s4/ 6, s" — (t — r )s2 +  (i — 'г)'-‘;з /2,
< - ( ί - τ Κ β ϊ ) .

А відповідно Q{t,r\ B(t,T,y))  має вигляд
t

Q(t ,T\B(t ,r,y )) =  exp { - Σ * /  (В |(А г,#))*<ю }. (32)
1*1=2 І

де Вг(і, г, у) := (уі + (i -  r)j/2 + (i -  г )22/з/2  + (ί -  т )3у4/ 6, у'/ +  (i -  ф "  + (t -  г)2̂ / 2, 
у'" +  (i — τ ) ^ 2  5 Уі)· f

Обчислимо всі можливі інтеграли, що містяться в f ( B x (p , r ) ) kdp. Зробимо замі-
Т

ну змінних 0 -  т =  9{t -  т) і перепозначимо y:j(t -  T)(2j~l}/2 =  j  =  1, . . .  .4. Тоді 

/(P i(/3 , r ) ) fcd/3 =  f  Β ΐ ( θ ( ί - τ ) ,  σ ^ ί - τ Γ 172. σ2( ί - τ )~ 3/2, σ3( ί - τ ) - 5/2. σ4( ί - τ ) ~ τ/2)άθ( ί - τ ) .
τ 0

У випадку I А: I =  2 маємо інтеграли

/* * .
I [v\j &2jPl@ +  ^3jP2@' /2  4“ ^4jp30 / 6)(^lm “t" 0’2mQi9 З̂тЧ2@ /2

./о
-τ- σ' і „г ί/з ̂ 3 /  6 ) с/61 =  (tfij + p ia 2j/2  +  p2a3i/6  4- p3cr4j /24) (<Tim +  q\o2mj2  

+ ? 2̂ зт/6  +  дз<74т/24) +  (σ2ηι,(?ι +  ^3mq2/ 2 +  3q3a4m/20) (a>jPi +  cr3jp2/ 2

+ :iff|jP3/2 0 )/1 2  +  +  W 2 )  (33)

де, якщо

1) (РьР2,Рз) =  (9і,9г,9з) =  (1,1,1),  то m ,j  =  1 , . . .  ,n 4;

2) (Рі,Р2 ,Рз) =  (1.1, і)? (9і,92,9з) =  (1,1,0),  то m =  п4 +  1 , . . .  ,n3, j  =  1 , . . .  ,та4;

3) (РиР2,Рз) =  (1,1,1)? (9і,92,9з) =  (1,0,0),  то m =  п3 +  1 , . . .  ,n2, j  =  1 , . . .  ,п 4;

4) (Рі,Р2,Рз) =  (1,1,1)· (9і,9г,9з) =  (0,0.0),  то rn =  п2 +  1 , . . .  ,nb j  =  1 , . . .  ,тг4;

5) (рі,Р2 ,Рз) =  (1,1,0),  (9і,9г,9з) =  (1,1,0),  то m ,j  =  п4 +  1........п3;

0) (РьРг.Рз) =  (1,0,0),  (<?і,92,9з) =  (1,1,0),  то m =  п4 4 - І ........га3, j  =  п3 +  1 , . . .  , п2;

7) (рі,рг,рз) =  (9ь9г,9з) =  (1,1,0),  то rn . j  =  п3 + 1........п2;

8 ) (рь/>2,рз) =  (0.0,0).  (7 i,f/2 , 7 :s) =  (1,0.0),  то j  =  п2 +  1....... /'і, m =  //3 4 - 1 , . . . .

0) (Рі,Р2 ,Рз) =  (9 і , 92,9з) =  (0,0,0),  то in.j  =  д2 +  1........щ.

Проаналізувавши вираз (33), прийдемо до висновку, що, підставивши в ^  afc('i^i)fc
1*1=2

замість Si вектори μ ,ν ,ω ,ζ  з відповідними компонентами

μ : c ij 4" a2j / 2 4- σ3;·/6  +  σ4ί·/24. j  =  1 , ------η 4, <ту +  σ2 ;/2  +  a3j / 6 , j  =  n4 +  1 ........n3,
4- σ2ί·/2, j  =  n3 4- 1 , . . . ,  n2 ,a*Xj, j  =  n2 4 -1 , . .  . ,»·, ;

^ ’ гТ з^ 2·?' +  σ3·?/^ 3o-4 j/2 0 ),j =  1 , . . . ,  n4, ^ ( a 2j +  a3j/2),j  =  щ  4  1 , . . . ,  n3,
σ2,·.; =  n3 +  1....... n2, i/„2+i =  0........ i/ni =  0;

^  ‘ I2v/3^ J j  — ! , · · ·>  Λ4, ^’пз + 1 0 ----- - CJfll 0 ,

г : боТт^3·?· +  a4 i/2 ,1 =  1........ «4,1573^3;, j  =  n4 +  1 , . . . ,  n3, ff2j, j  =  n3 4- 1 , . . . ,  л4,
‘--П4+1 0 , . . . , £ni 0,

і додавши результати, одержимо наступну рівність ^  акік^ к +  т/А: +  +  cfc) =
1*1=2

Оскільки, використавши параболічність, маємо R eА(/і) < —ί0|/ί|2, то ReA(^i) <
—^ο^Ισι |2 4  І σ'" +  σ"2 /  212 +  | ст” +  <у2 /  2 +  сг3/ 6|2 +  |(тх 4- <72/2  +  сг̂  /  б +  σ4/24|2̂ . Анало

гічно ReA(^) < — ύ'ο Ι̂σ ·̂ +  σ^·/2 +  3<т4/2012 +  \a% 4- σ 3/2 |2 +  |σ.2/ 2|2̂ /12; ReA(w) < 

—Α'ο(|σ3 +  гт4/ 212 +  |σ.*|2)/720; R eА(з) < - ί 0|σ4|2/252000.

Враховуючи оцінки Re λ, одержимо оцінку матриці Q(t,r,a)

І ехр акік{^к +  vk +  L0k +  zk) I <  Cexp j  -  (5i [|cr412 4- \σ'” +  a2 / 2 |2

1*1 <2

+  [0"̂  +  cr2/ 2 4- (T3/6|2 4" |<Jj +  σ2/2 4- σ3/6  4- (Τ4/24|2 4- |сг2 +  &3/2 4- Зет4/2012 

+  |σ2 +  σ*/2|2 +  |сг*/2|2/12 4- (σ̂  4- σ4/2|2 +  |гт*|2/720 +  |σ4|2/25200] } .

Звідси маємо (29). де с0 =  <5г/25200, 0 <  ό'ι <  ό'0. С >  0.



4 В с т а н о в л е н н я  о ц ін к и  (29) у в и п а д к у  к о еф іц ієн тів  з а л е ж н и х  л и ш е  в ід  t

Для встановлення оцінки (29), використаємо підхід, застосований в [1], [4]. Розгля
немо систему

d Q ( t , T , B ( t ,  τ , φ )  =  a k { t i ) ) { i B i { t , T , y ) ) kQ { t , T ,  B { t , T , y ) )
dt

\k\=2

+ X  [ak(t) -  ak(t0)](iBx(t , r, y))k +  ^  ak{t)(iBx(i, r, y ) )k}Q (t, r, B(t , r, y ) ).
\k\=2 ! А; I < 2

де 0 < T  < t <  T, у Є Fn° . Q(t, r, J3(i, r. y))|t=T =  F  тоді

\k\=2 

Гt

Q(t . r. £(*, r. y )) =  exp{ V  (i k (f o) /  № ( / i ,  r. y))feiW}}C?(io, r, B (f, r. y ) )
I l.l_O ''hi

ex p {У  ak{t0) /  (ίΒχ(β,τ, y))kdfi} X [y^(flfc(/3) - a fc(io))
/ io  |fc|=2 |A'!=2

+  X  (яА.(/і)](Ші(/3, r, y))kQ (β, t, B(/3, r. y)K<3.
|fc|<2

Виберемо довільне ε > 0 і знайдемо таке δ (є), щоб для всіх t, ίο таких, що \t — i0| <
δ(ε) виконувалася нерівність \ak(t) — α/,-(ίο)| < -· Крім того | Σ  ak(t ) ( iBi(t ,r ,y) )k\ <

\к\<2

ε\Bx{t,r,y)\2 при \Bx(t,r,y)\ > R >  0, тому
\Q{t,T,B(t,r,y))\ <  І ехр{ ак(*о) ϊ!0(Β ϊ(β,τ ,υ)άβ}(2{ίο,τ ,Β(ίο,τ ,ν) )\

\ к \ = 2

+  S! |ехр{- Σ  ak(to) β  В?(7 , r. у)*у}\2є\ВМ  t, y)| W ,  r, Β(β,  r, y))\dp.
\k\=2

Використавши лему Гронуолла, одержимо наступну нерівність \Q(t, т, B(t,  r, у))| < 
cx\Q{t0, T : B(t,0 , T , y ) ) \ e x v {  -  Σ  β  Β ϊ { β , τ , ν ) άβ}  exp { 2 ε β  \Βχ{β, r, у)|2с//з}-

|/с|=2

Розкривши інтеграли / (* |і?і(/5, г, у)|2с//3, використавши параболічність, підібравши ε
і звівши подібні, а після чого, записавши показник знову через інтеграл, одержимо

t

\Q(t, т. B(t, τ. y))\ <  cx\Q(t0lT,B{t0,T, y) )\exp{-02 j \Βχ(β,τ^)\2άβ} ,0  < δ2 < δ0. (34)
і о

Ввівши розбиття, t0 =  т,---- т +  δ (є) , . . .  т +  ττΐι^(ε), mi =  [j] -f 2. сл >  1, послідовно
оцінюючи Q(t .T,B( t . r .y )) через (34), одержимо оцінку

rt

|Q(i,r,F(i,r,y))| < crx l ехр{-0 2  /  |Бі(/3,т,у)|2гіШ}. (35)

Звідси, використавши (33), одержимо (29).
Як і в [1] можна довести оцінку для Q(t., т. B(t, т, у +  гу)), у Є Дпо.

|Q(i, r, B(t, r, у +  гу))| < С exp | J (~δ3\Β(β, r, y)|2 +  ci|£(/3, r, y)|2)d /?}, (36)

де 0 < < <52, сі > 0. C >  0, Сі. C залежать від T. η; δ0, sup |α*(ί)|, {у, у } Є КП().

5 А налітичн ий  опис  Ф М РЗК

Щоб дослідити G(t, χ: т, ξ), зробимо таку заміну змінних в (31): +  σ2_,·/2 +  σ3 ·̂/ 6  +
σ4;/24  =  s x j j  =  1........η4 ;σ υ· +  a2j/2  +  σ3;·/ 6  =  =  η4 +  1 , . . . , Μ 3 ; σ υ +  a2j/2 =
•s’i j , j  — щ  +  1 , . . . ,  n2; a*j =  s i j , j  — n2 +  1, · · ·, ^i; a2j +  <7 3j /  2 +  3ct4j/20  =  s2j , j  =
1 , . . . , n4; σ2̂  +  &3j/2 ) =  s2j·, j  =  n4 +  1 , . . . ,  n3; a2j- =  s2j, j  =  n3 +  1 , . . . , n2; σ3, +  σ4 ;/ 2  =

j  =  I ? · · · ,  n i;<73j =  -53j, j  =  щ  +  1 , . . . , n3; cr4j / 2  =  .s4j, j  =  1 , . . .  ,n 4.
У  випадку сталих коефіцієнтів маємо

G (i,x ;r , 0  =  (2π)” η° ί  ехр{г((.7:, -  ί, )(ί -  τ)~1/2, si) +  ί(χ2 +  [χχ +  ξι)
■hi"»

χ (t — τ ) / 2  — £,2){t — τ)  ■’·■ .so) +  ί((χΆ +  (t — τ )(./·2 +  ξ2 ) / 2  +  (.Τχ — ί ι ) 

χ(ί -  r ) 2/ 12  -  ξ3)(ί -  г р ’"2. ,s3) +  г((х4 +  [χ3 +  £3)(t -  τ ) / 2  +  ( f 2 -  f 2) 

x (ί -  r )2/ 10  +  [x\ +  ξ^)(ί -  τ ) :i/ 12 0  -  ξ4)(ί -  r )” 7/2, .s4)

+  X  akik(sk +  41 2 5  +  4720^ +  425200^ )}ds(t -  r ) “ i . (37)
|fc|<2

Аналізуючи (37), аналогічно як у випадку рівняння типу Колмогорова з сталими кое
фіцієнтами, інерція якого залежить від трьох груп змінних [3], одержимо аналітичний 
опис ФМРЗК.

У  загальному випадку, використовуючи (35), (36), (ЗО), (32), (33), одержимо твер
дження:

Теорема. Фундаментальна матриця розв'язків задачі Коші системи (4) має вигляд 
G(t, χ',τ,ξ) =  ( t -  τ ) - 2Ω (ί,τ ; (.ті -  ξχ)(ί -  r ) -1/2, (χ2 -  6  +  {xi +  ξι)(ί -  τ)/2)(ί -  τ ) “ 3/2, 

(·?·3 -  6  + (t -  τ )(x2 +_ 6 ) /2  +  ( f i  -  |ι)(ί -  τ )2/ 12)(ί -  r ) ” 5/2,(:r4 -  4̂ +  
(7з +  6 ) ( ί  -  τ ) /2  +  ( Ι 2 -  |2)(ί -  τ )2/ 10 +  (χ·; +  ξ [ ) { ί  -  τ )3/ 120 -  ξ4)(ί -  τ ) - 7/ 2) ,  де 

Ω(ί, τ, 2ι, л:2, г3, Ζ/χ) при фіксованих t, τ  є цілою функцією аргументів ζχ , . . .^ 4, поряд
ку зростання 2 при комплексних значеннях цих аргументів і такого ж самого порядку 
спадання ири їх дійсних значеннях.

Для похідних справджуються оцінки

Іd™c%G{t, х +  гу; τ , ξ )| <  Crn;(i -  т) ~Л/т1 exp{ - c 0p(t, χ ; τ, ξ) +  Fxrf(i, у; т, 0 )};
з

|(<5г -  χ . Γ . ( 7 Γ, .! )<Г/(/. ./· +  гу;т , 0 1  <  C(t -  T ) ~ l ~p/2 e x p {-c 0p(i, χ·; τ, ξ) +  Fid(i, у; т, 0 )};
j=i

4

Л/т / =  X ^ ( 2j  — l)(rij +  |mj| +  |/j|)/2 , 
j=i

|3tG(i, ж +  гу; τ. ξ)| <  Cx(t -  τ ) ~ ρ/2 exp{ - c Op{t, χ ; r, Ο  +  Fid(i, y; r, 0 )}((ί -  r ) ” 1

+ Σ ( Ν  +  lCjl)(i -  r )_(2j+1)/2); 
j=i
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{ χ , ξ , ν }  с  МПо, 0 < т < t <  Т, де  F]_, Cimi C, С\, с0 -  додатні сталі, залежать від 
sup Ittfc(ί) I, характеру неперервності ak(t ), T, щ ,δ0.

<Є[0,Г]

Аналогічно як для параболічних систем [1, с. 91-92] можна показати, що існує 
ФМРЗК спряженої системи до (4), довести оцінки її похідних, нормальність G(t. χ ; τ , ξ ) ,  
формулу згортки і єдиність ФМРЗК.
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Burtnyak I.V., Malytska H.P. Fundamental matrix of solutions for one class of parabolic de
generate. systems. Carpathian Mathematical Publications, 4, 1 (2012). 12-22.

We consider one class of ultraparabolic equation systems of second order, that have three 
groups of degenerated variables and coefficients of which depend only on a time variable. We 
construct the fundamental matrix of Cauchy problem and obtain the estimations of this matrix 
and of all its derivatives.

Буртняк И.В.. Малицкая А.П. Фундаментальние матрицьі решений одного класса ви- 
рожденних параболических систем // Карпатские математические публикации. - -  2012.
-  Т.4, №1. -  С. 12-22.

Рассмотрен один класе ультрапараболических систем уравнений второго порядка с 
тремя группами переменньїх, за которьіми єсть вьірождение и козффициентьі зависят 
голько от временной переменной. Построена фундаментальная матрица решений задачи 
Копій, полученьї оденки зтой матрицьі и всех ее производних.

УДК 517.51

Волошин Г.А .1, М а с л ю ч е н к о  В.К.1, Н е с т е р е н к о  О .Н .2

ПРО АПРОКСИМАЦІЮ ВІДОБРАЖЕНЬ ЗІ ЗНАЧЕННЯМИ У  
ПРОСТОРІ НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦІЙ

Волошин Γ.Α., Маслюченко В .Κ.. Нестеренко О.Н. Про апроксимацію відображень зі зна
ченнями у просторі неперервних функцій // Карпатські математичні публікації. — 2012.
-  Т.4, №1. -  С. 23-27.

З допомогою теореми про апроксимацію одиничного оператора у банаховому просторі 
C’u(Y)  всіх неперервних функцій g : Y  -> Е, заданих на метризовному компакті Y,  з 
рівномірною нормою доведено, що для топологічного простору X ,  метризовного компакта 
У , всюди щільного в C U(Y)  лінійного підпростору L і нарізно неперервної функції /  : 
X x F - > l  існує така послідовність сукупно неперервних функцій / „  : X x Y  -»  R, що 
fn =  /(■£’ О Є L і / *  -»· f x в Си{У)  Для кожного х  Є X.

1 В с т у п

Для топологічного простору Y  символом C(Y)  ми позначаємо векторний простір всіх 
неперервних функцій g : Y  -*  М, а через CP(Y) — локально опуклий простір (С (У), Тр) з 
топологією Тр поточкової збіжності. Для компактного простору Y  через CU(Y)  познача
ємо банахів простір ((7(1"), || · ||), де ||.б/|| =  max |у(у)|, а через Ти — топологію рівномірної

yeY
збіжності на C(Y),  що породжена максимум-нормою || · ||.

Нехай X  — топологічний простір, Y — компактний простір і а =  р або и. Неперервне 
відображення φ : X  —> Ca{Y)  будемо називати а-неперервним. Якщо β  =  р або и, то 
неперервне відображення А : Са{\') -> Ce(Y)  ми називаємо а β -неперервним. У праці 
[2] була поставлена проблема α β : для яких підпросторів L простору C(Y)  для кожного 
α -неперервного відображення φ : X  —» C(Y)  існує така послідовність /^-неперервних 
відображень ψη : Λ" —>■ L, що φη(χ ) —> ψ{χ) на X  у просторі CU(Y).  У ній же була 
отримана ствердна відповідь на проблему (ии) для всюди щільних лінійних підпросторів 
L простору С'„ (Y ). який має базис ІНаудера.

Тут ми показуємо, що, використавши конструкцію з праці [1], для всюди щільних 
в CU(Y)  лінійних підпросторів L. можна отримати ствердну відповідь і на сильнішу 
проблему (ри) для довільного метризовного компакта Y.

2010 Mathematics Subject, Classification: 54С30, 65D15.
Ключові слова і фрази: апроксимація, нарізно та сукупно неперервні функції, одиничний оператор.
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Далі, в [2] було зауважено, що для довільного всюди щільного лінійного підпростору 
L банахового простору Е  з базисом Шаудера існує така послідовність лінійних неперерв
них операторів Ап : Е  ->· L, що Апд ->■ д в Е  для кожного д Є Е. Тут, використовуючи 
деякі результати з теорії наближень, для довільного сепарабельного банахового про
стору Е  і його всюди щільного лінійного підпростору L ми будуємо таку послідовність 
неперервних операторів Ап : Е  -*  L (не обов’язково лінійних), що Апд —> д в Е  для 
кожного д Є Е.

Отримані тут результати істотно доповнюють працю [2]. їх ми застосовуємо і до 
апроксимації нарізно неперервних функцій.

2 А п р о к с и м а ц і я  о д и н и ч н о г о  о п е р а т о р а  в  п р о с т о р і  С{У)  
ри-н е п е р е р в н и м и  о п е р а т о р а м и

В праці [1| доведено (теорема 2, імплікація (і) => (іі)), що для кожного метризов
ного компакта Υ  існує така послідовність скінченновимірних лінійних /ш-неперервних 
операторів Тп : C(Y)  -> C(Y),  що Тпд -> д у просторі CU(Y)  для кожного д Є C(Y).

З допомогою наступної леми ми зможемо покращити цей результат.

Л ема 2.1. Нехай L — скрізь щільний лінійний підпростір нормованого простору Е, 
М — скінченновимірний лінійний підпростір E ,  J  : М  —> Е — тотожне вкладення і 
с > 0. Тоді існує такий лінійний неперервний оператор U : М  -> Е, що U (M ) C L і
\\j-u\\ < с.

Доведення. Нехай dim M  =  m і x i , . . . , x m — базис в М.  Для кожного х Є М  існує
ТП

такий єдиний набір £ і , . . . ,£ т  скалярів, що х  =  У2 ZkXk- Функція ЦжЦос =  max \ξ^
]ς—\ k—

є нормою на М,  яка еквівалентна [6, с.157] звуженню на М  вихідної норми || · || про
стору Е, зокрема, існує така константа С > 0, що ||х||оо < С|МІ Для кожного х Є М.  
Оскільки L — Е, то для кожного k — 1....... m існує таке ук Є L, що \\xk — укII < с^·

m m
Для кожного χ =  Σ  &х к £ м  покладемо Uχ =  Σ  £кук. Зрозуміло, що U \ M  —r Е 

к=1 к=1
лінійний оператор, для якого U(M)  C L. Оскільки простір М  скінченновимірний, то
лінійний оператор U буде автоматично неперервним (це негайно випливає з ізоморфно-
сті всіх скінченновимірних нормованих просторів однакової вимірності [7, с. 128]). Для

m
Χ = Σ  Ік^к G М  будемо мати

к=1

m m ε ε||χ||
!Ι(./_  U)x\\ =  II 'у ^£,к(хк ~  /ДОН — 'У  ̂ l̂ fclll*cfe— УкII ^ Q-m ' Ill'll00' m — ~  І̂І̂ ІЬ

к= 1 fc=l

отже, IIJ — U II < ε. Π

Теорема 1. Нехай Y — метризовний компакт і L — скрізь щільний лінійний підпро
стір простору CU(Y). Тоді існує така послідовність лінійних ри-неперервних операторів 
A n : C(Y)  -> C(Y),  що imAn C L і dim ітАп < зо для кожного п, причому A ng -> g в 
CU( Y ) для кожного g Є C(Y).

Доведення. Використавши згаданий вище результат з [1], побудуємо таку послідовність 
скінченновимірних лінійних ри-неперервних операторів Tn : C ( Y ) —> C ( Y ), що Tng —> g 
в CU(Y)  для кожного g Є C(Y).  За побудовою простір Мп =  ігпТп скінченновимірний. 
Нехай Jn : Мп —>■ CU(Y) — тотожне вкладення. Застосовуючи лему 1 до банахового 
простору E =  CU(Y),  для кожного η визначимо такий лінійний неперервний оператор 
Un : М п —> CU(Y) (Мп наділяється топологією, індукованою з CU(Y)),  що \\Jn — U n \\ <  -  
і imUn C L.

Покладемо An =  UnTn і покажемо, що послідовність операторів Ап є шуканою. 
Справді, ітАп C imUn =  Un(Mn) C L. Тому imAn C L і образ ітАп скінченновимірний, 
адже таким є простір Мп. Оператори Ап лінійні (як композиція таких операторів) і ри- 
неперервні. адже Тп — ри-ненерервний. a U,, — i/u-неперервний.

Нехай g Є C(Y).  Покажемо, що ||Ang — у|| —)- (). Справді, послідовність елементів 
Г„д збіжна в CU(Y)  до д, а значить, обмежена в CU( Y ), тобто існує таке число 7 > 0, 
що ||Τη<7|| < 7 для кожного п. В такому разі

IIАпд -  д\\ =  \\UnTng -  JnTng +  тпд -  д\\ <  \\(Un -  Jn)Tng\\ +  IIТпд -  д\\

< IIUn -  J„||||r„.y|| +  IIТпд - д \ \ < ^  +  \\Тпд -  д\\ =  пп.

Оскільки с\п —> 0 при п -> ос, то і IIАпд — д\\ —> 0, що і треба було довести. □

З А п р о к с и м а ц і я  н а р і з н о  н е п е р е р в н и х  ф у н к ц і й  

Подамо тут деякі застосування теореми 1.

Теорема 2. Нехай Y — метризовний компакт, X  — довільний топологічний простір, L
-  скрізь щільний лінійний підпростір банахового простору CU(Y) і ψ : X  —> CP(Y)  

р-неперервне відображення. Тоді існує така послідовність u-неперервних відображень 
ψη : X  —>· L, що φη(χ) —> φ(χ) в CU(Y) для кожного х Є X .

Доведення. Нехай ( Д , ) ^  — послідовність, побудована в теоремі 1 для підпростору L. 
Відображення φη =  Αη о φ : X  —> L будуть u-неперервними, оскільки φ — р-неперервне, 
a An — pit-неперервні. Далі, ψη(χ) =  Αηφ(χ) -> φ(χ) у CU(Y) для кожного х Є X.  □

Теорема 3. Нехай X  — топологічний простір, Y — метризовний компакт, L — скрізь 
щільний лінійний підпростір банахового простору CU(Y) i f  : X  χ Y  —> R — нарі
зно неперервна функція. Тоді існує така послідовність сукупно неперервних функцій 
f n : X  x Y Ш, що /*  =  f n(x, ■) Є L і f*  -*  f x в CU(Y) для кожного х  Є X .

Доведення. Асоційоване з функцією /  відображення ψ : X  —> CP( Y ), φ{χ) =  f x =  f (x.  ·), 
буде неперервним, тобто р-неперервним, оскільки /  — нарізно неперервна функція 
[2, теорема 1|. За теоремою 2 існує така послідовність u-неперервних відображень 
ψη ·. X  -> C(Y),  що ψη(χ) -> ψ(χ) в CU(Y)  для кожного X Є X.  Функції fn(x, у) =  
ψη(χ)(υ) будуть сукупно неперервними за теоремою 2 з [2]. До того ж f*  =  ψη(χ) —> 
>τ ( χ ) — f x У просторі CU(Y)  ДЛЯ КОЖНОГО X Є X.  □



4 А п ро к с и м ац ія  о д и н и ч н о го  о п ер ато р а  в с е п а р а б е л ь н о м у

БАНАХОВОМУ ПРОСТОРІ

Другий основний результат статті спирається на наступну елементарну лему, в якій 
використовується поняття строго опуклої норми (див. [4, с.21] або [3, с.25]).

Л ема 4.1. Нехай (Е . || · )|) — сепарабельнпй банаховий простір. В такому разі існує така 
строго опукла норма || · ||о на Е, що ||х|| < ||х||о < 211.г11 для кожного х  Є Е.

Доведення. Відомо [5, гл V, §3, теорема 1], що існує ізометричний ізоморфізм J : Е  -4  Р  
сепарабельного банахового простору Е на замкнений лінійний підпростір Р  просто-

(  1 · \зρν ('„[(). 1]. норму якого позначимо тут символом || ■ ||Х:. Норма ||//||2 =  ( f  g~{y)dy)
V I) 7

на C [0 ,1] породжена скалярним добутком, а тому строго опукла. Тоді і функція 
||д||° =  ІІ̂ Цоо +  ІІ0 ІІ2 є строго опуклою нормою на С'[0,1], як і її звуження на Р. То
му формула ||х||о =  \\Jx\\° визначає строго опуклу норму на Е. причому для ко
жного x Є Е  справджуються нерівності Ц̂ Цо =  \\Jx\\̂  +  ІІ^ІЬ >  Ц'^Цоо =  INI,
|μ·||ο =  IIJxlloo +  P x h  <  2|| J x | U  -  2||ж||. □

Відомі і кращі теореми про перенормування (наприклад, теорема Троянського [3. 
с. 128]), але нам досить доведеного результату.

Теорема 4. Нехай L — скрізь щільний лінійний підпростір сепарабельного нормованого 
простору Е. Тоді існує така послідовність неперервних операторів An : Е —ї L, що 
Апх  —> х в Е для кожного х Є Е.

Доведення. Оскільки кожна лінійна скрізь щільна множина в лінійному нормованому 
просторі є такою ж і в поповненні цього простору, то не втрачаючи загальності, вва
жаємо, що Е — сепарабельний банахів простір. Нехай || ■ || — норма в E. a L — лінійна 
скрізь щільна множина в Е.

Нехай, спочатку, норма ||-|| - -  строго опукла. Оскільки підпростір сепарабельного ме
тричного простору є сепарабельним метричним простором, а відношення скрізь щільно
сті є транзитивним, то існує така послідовність точок х п Є L. що множина { х п : η Є Ν} 
скрізь щільна в Е. Для кожного номера η Є N позначимо через Ln лінійну оболонку
елементів Хі,___ хп- Тоді для кожного х Є Е  існує елемент найкращого наближення
в , який ми позначимо Апх  (його існування випливає з того, що Ln — скінченно- 
вимірний підпростір [4, твердження 1.3.1], а єдиність — з того, що норма в Е  строго 
опукла [4, твердження 1.3.3]). Оскільки множина { хп : п Є N } скрізь щільна в Ε , то
11 ж -  Апх\\ =  inf ||.г -  у II -»  0 при п ->· оо. При цьому оператори Ап неперервні як

уєьп
проекції на скінченновимірний підпростір [4, твердження 1.2.2].

Нехай тепер Е — довільний сепарабельний банахів простір. За лемою 4.1 існує така 
строго опукла норма || · ||0 на Е. яка еквівалентна вихідній нормі || · ||. За доведеним існує 
така послідовність операторів Ап : E -> L. неперервних у банаховому просторі (Е. || · ||0), 
що II Апх -  а;||о ->■ 0 при п -*  оо для всіх х  Є Е. Оскільки норми || · || і || · ||о еквівалентні, 
то оператори Ап неперервні і в банаховому просторі (Е, || · ||) та \\Апх — ;і’ || -*  0 при 
п -4  ос для всіх х Є Е. □
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Maslyuchenko V .K ., Nesterenko O.N., Voloshyn Н. A. On approximation of mappings with val
ues in the space of continuous functions, Carpathian Mathematical Publications, 4, 1 (2012), 
23-27.

Using a theorem on the approximation of the identity in the Banach space C U(Y)  of all 
continuous functions g : Y  —¥ R, defined on a metrizable compact Y  with the uniform norm, 
we prove that for a topological space X , a metrizable compact Y,  a linear subspace L of Y  
dense in CU(Y ) and a separately continuous function /  : X  χ Y  -> R there exists a sequence 
of jointly continuous functions f n : X x F - » l  such that / *  =  f (x,  ■) Є L and f *  -> f x in 
CU(Y ) for each x £ X .

Волошин Г.А., Маслюченко Β.Κ., Нестеренко О.Н. Об апроксимации отображений со 
значеннями в пространстве непреривних функи,ий //' Карпатские математические гіуб- 
ликации. — 2012. — Т.4, №1. — C. 23-27.

С помощью теоремьі об апроксимации единичного оператора в банаховом простран- 
стве CU(Y)  всех непрерьівньїх функций g : Y  -> R, заданньїх на метризируемом компакте 
Y  с равномерной нормой, доказано, что для топологического пространства X ,  метризи- 
руемого компакта Y.  всюду плотного в CU{Y)  линейиого подпространства L и раздельно 
непрерьівной функции /  : X  x Y  —> R существует такая последовательность совокупно 
непрерьівньїх функций fn : X  x Y  —> R, что / *  =  f (x ,  ·) Є L и / *  -> f  x в CU(Y) для 
каждого x €  X .
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ЗРОСТАННЯ ЦІЛИХ ФУНКЦІЙ В ТЕРМІНАХ УЗАГАЛЬНЕНИХ 
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Глова Т.Я., Філевич П.В. Зростання цілих функцій в термінах узагальнених порядків 
Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, ЖІ. С. 28 -35.

Нехай Ф — така опукла па [жо,+ос) функція, що —> +оо, х  —> +зо. / ( ; )  =
η ап - п ~  трансцендентна ціла функція. М (г, / )  — максимум модуля / ,

, —  In In M ( r , f )  —  In χ , —  ІпІпФ'Д.г)
Рф(/) =  hm —— — ----- — , =  lim -—— , αΦ =  lim —-— — —— .

г-> + ос Іпф(іпг) χ-*·+οο In Ф(х) .r-Ц-оо ІпФ(і’ )

Доведено, що умова гіф <  r-φ є необхідною і достатньою для того, щоб узагальнений поря
док рф{/)  к о ж н о ї  трансцендентної цілої функції /  не залежав від аргументів коефіцієнтів 
ап (чи визначався послідовністю (|«„.|)).

Вс т у п

Нехай N0 =  N U{0 } ,  L — клас неперервних, зростаючих до 4-ос на [х0, +оо) функцій, 
а Ω — клас опуклих на [.г0. +оо) функцій Ф таких, що

ф(.'г) 
lim -------=  +оо.

,с->+оо X

Через Н позначимо клас трансцендентних цілих функцій. Якщо /  Є Ή і п Є Ν0, то 
через an( f )  позначимо η-ний коефіцієнт степеневого розвинення функції / ,  тобто

ОО

/(ζ) =  Σ  “"( /) * "  (1)
д=0

Максимум модуля, максимальний член і порядок цієї функції визначаємо відповідно 
рівностями

M(r,  / )  =  max{|/(s)| : \z\ =  r}, μ(τ, f )  =  max{|an(/)|r" : n Є Ν0},
/*\ —  b  In M (r , / )p(f)  =  lim ------ ----------- .

r-> + oo  111 Г
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Ключові слова і фрази: ціла функція, максимум модуля, максимальний член, центральний індекс, по
рядок, узагальнений порядок.
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Крім того, покладемо
ОО

G(r , f )  =  Σ  М / Ж -
71=0

За нерівністю Коші μ{τ , / )  < М (г, / ) ,  очевидно також, що M (r, / )  <  G(r, / ) .
Зростання кожної цілої функції f  Є Ή ототожнюємо зі зростанням її логарифма ма

ксимуму модуля In М (г, / ) .  Добре відомо, що In М(ех, / ) ,  а також Inμ(βχ, f ) і In G(ex, f ) 
є функціями з класу Ω.

Якщо функцію f  Є Ή задано степеневим рядом (1), задача про безпосереднє опи
сання зростання цієї функції передбачає знаходження максимуму модуля М(г,  / )  або 
встановлення певних оцінок для M(r. f ) ,  а тому є доволі нетривіальною. Важливим 
допоміжним засобом у питаннях такого роду є поняття порядку, а також добре відома 
(див., наприклад, [2, с. 13]) класична формула Адамара

M - ш  п 1 в "
П —»■ ОО I n

ІМЛІ
яка дозволяє описати зростання цілої функції /  вигляду (1) через послідовність модулів 
коефіцієнтів її степеневого розвинення (|an(/)|)·

Нехай Т  — клас відображень F  : Ή —У [0, +оо] таких, що F( f )  =  F(g)  для довіль
них ЦІЛИХ функцій /,<7 Є Ή, послідовності модулів коефіцієнтів степеневих розвинень 
яких співпадають, тобто |о„(/)| =  \ап(д)\ для довільного п Є No- Зауважимо, що якщо 
F  Є Т  — деяке фіксоване відображення, то для кожної /  Є Ή. вигляду (1) величина 
F ( f )  не залежить від аргументів коефіцієнтів an(f).  Більше того, розглянувши поряд 
з функцією /  функцію д таку, що ап(д) =  [ « , ,( /)|. п Є N0, бачимо, що функція д, а то
му й величина F ( f )  — F(g)  повністю визначається послідовністю (|an(/)|). Зазначимо 
також, що порядок p =  p(f)  є прикладом відображення з класу F .

Зрозуміло, що поняття порядку, яке виникло внаслідок порівняння зростання ці
лої функції зі зростанням степеневих функцій, є дієвим в основному у випадку p(f)  Є 
(0, +оо). У випадках p(f )  =  0 і p(f)  =  +оо це поняття дає обмежену інформацію що
до зростання цілої функції. Побудові досконаліших шкал зростання цілих функцій, в 
яких в якості функцій порівняння вибрані відмінні від степеневих чи навіть функції 
з певних загальних підкласів класу зростаючих функцій, присвячено значну кількість 
робіт (див. роботи [5]-[7| і бібліографію в них). Характерним в цих дослідженнях бу
ло те, що функції порівняння хоч і були досить загальними, але завжди підбирались 
в такий спосіб, щоб для породженого ними узагальненого порядку можна було вста
новити аналог формули Адамара, тобто виразити узагальнений порядок кожної цілої 
функції /  вигляду (1) через послідовність модулів коефіцієнтів її степеневого розви
нення (|an(/)|). Однак, як показують результати робіт [3, 4], зростання цілої функції 
може істотно залежати не лише від модулів, а й від аргументів коефіцієнтів її степе
невого розвинення. Використовуючи ці результати, легко навести приклади функцій 
порівняння таких, що для відповідних узагальнених порядків формули типу Адамара 
не існують. У зв’язку з цим виникає загальна задача щодо опису функцій зростання, 
для яких відповідний узагальнений порядок кожної цілої функції /  вигляду (1) можна 
виразити через послідовність (|an(/)|). Частково цю задачу розв'язано у даній роботі.



1 Ф о р м у л ю в а н н я  резул ьтатів

Ми розглянемо доволі загальну шкалу зростання цілих функцій, увівши узагальне
ний порядок цілої функції /  Є Ή формулою

—  ln ln M  (r, / )
Ρφ( / )  =  lim ---- — ,

r-^+oc 1η φ (in r)

де Ф Є Ω. Така шкала є природною з огляду на те, що для кожної фіксованої /  Є Ή 
функція In M( ex, f )  належить до класу Ω.

Для довільних функцій Ф Є Ω і /  Є Ή покладемо

-—  In а: , -—  1п1пФ/,(х )
<‘ф =  hm -— <1 ф =  lim —-—  /  . · ,і —>-+оо ПіФ(.С) .Г-/+Х ІпФ(.г)

In In μ( Γ, / )  —  In In G ( r ,  f )
Χ φ(/) =  lilii — — ----   7ф(/ =  Inn .r->+oo ІпФ(ІПГ) r-y+r,О Іпф(іпг)

Тоді, як легко бачити,
Сф < Хф(7) <  рф( / )  < Гф(/). (2)

Крім того, Сф Є [0,1], причому для кожного с Є [0,1] можна навести приклад функції
Ф Є Ω такої, що Сф =  с. Ясно також, що Хф =  Хф( / )  і тф =  Гф(/) — відображення з
класу JF.

Основним результатом нашої роботи є така теорема.

Теорема 1. Нехай Ф Є Ω. Тоді наступні твердження рівносильні:
1) Рф =  Рф(/) — відображення з класу Т ;
2) для довільної f  Є Ή правильна рівність Рф(/) =  Хф(/);
3) для довільної f  Є Н правильна рівність РфЦ)  =  Тф(/);
4) гіф ^  Сф.

Врахувавши другу та третю з нерівностей (2), а також той факт, що G(r, / )  =  A/(r, g) 
для f , g  Є Ή таких, що an(g) =  |αη(/)|, η Є Ν0, теорему 1 легко довести, використовуючи 
наступні результати.

Теорема 2. Нехай Ф Є Ω. Якщо сІФ < сФ, тоді для довільної цілої функції f  Є Ή 
правильна рівність Гф(/) =  κφ(f).

Теорема 3. Нехай Ф Є Ω. Якщо сіф > сф, тоді існує ціла функція f  Є Ή така, що

тф(Л > рф(Л-

З наведених теорем можна зробити такі висновки:
1) якщо <іф <  с-ф, то для кожної цілої функції /  Є Ή її узагальнений порядок РфЦ) 

можна виразити через послідовність (|ап(/)|); формами такого вираження є рівності 
Р ф І Л  =  Х ф ( / )  ч и  р ф ( і ') =  Т ф ( / ) ;

2) якщо с/ф > Сф, то існують цілі функції f , g  Ή такі, що \an(f)\ =  \an(g)\, η Є No,
і Рф(/) Ф РфІ9)і тобто, узагальнений порядок цілої функції не можна виразити лише 
через послідовність модулів коефіцієнтів її степеневого розвинення.

2 Д о п о м іж н і резул ьтати

Для функції /  Є Ή позначимо її центральний індекс через u(r, / )  =  max{n Є N0 : 
\an(f)\rn =  μ(/’, / ) } .  Добре відомо, що u(r, f )  — r(ln/i(r, /) ) '+ для всіх r > 0. Крім того, 
правильна така лема [8].

Л ем а А . Нехай (щ ) — зростаюча послідовність невід'ємних цілих чисел, а (сд.) — зро
стаюча до  -t-οο додатна послідовність. Якщо комплексна послідовність (an) така, що
О0 — ■ · · =  Йгїо —1 =  fl-rio Ф 0,

k
'""о І 1 

0
in 1 =  1« I I I  cnj~'h+1' "t 111 l"o  I J_ Lj

і IonI <  \ank\c'kh П Для кожного k Є No і всіх η Є (щ ,щ + 1 ), то степеневий ряд (1) з 
коефіцієнтами an( f )  — α„, η Є No, задає цілу функцію f  Є Τί, для якої:

(i) v(r, f )  =  По Д Л Я  r Є (0, с0);
(ii) v ( r , f )  =  nk+i для r Є [cfc,cfc+i) і k Є N0.

Наступну лему доведено в [1, с. 46].

Л ем а В. Нехай N  Є N. Існують числа с0(Аг) , . . . ,  е „_ і(N) Є { — 1,1} такі, що

max
6>Є[0,2тг] Σ e^ N '>e'ie

з=о

З Д о вед ен ня  тео рем

Доведення теореми 2. Нехай Ф Є Ω, /  Є Ή — довільна ціла функція вигляду (1) та 
виконується умова сіф <  Сф. Згідно з (2) досить довести, що Тф(/) < хф (/). Якщо 
х ф (/) =  + ° °  доведення тривіальне. Нехай Хф(/) < +оо і х  — довільне число таке, що 
х  > Хф(/). З означення величини Хф(/), умови дф <  Сф і першої з нерівностей (2) для 
ВСІХ r >  Гі отримуємо

1ημ(τ,/ )  < Фх(1пг), 1пФ'+(1пг) <  Фх(1п г). (3)

Якщо 0 < r < R, тоді

ОО
е ( п / )  =  Σ ΐ α” ΐβ ” ( έ ) “ £ ί ' ( β . / ) Σ  ( ί ? ) "  =  м д . / )  д — . (4)

п = 0  п=0

Оскільки Ф Є Ω, то Ф'+ є неспадною, необмеженою на [ж0, +оо) функцією, а тому 
для кожного r >  г2 маємо Ф'ДІп г) > 1 та існує

R(r) =  snp j / ?  > г : Ф'+ (1пД) <  ^  '..-  |



Зауважимо, що годі

звідки, отримуємо нерівність R{r) < 2г. Оскільки In .і· <  X — 1 ДЛЯ ВСІХ X >  1. то

/•In Я(г) R ( r )  г R ( r )  — г
Ф(1п R(r)) -  Ф(1пг) = J Ф'_(х)<іх < Ф/_(1пД (г))1и ——  < ^----------- = 1.

Тому, використовуючи нерівності (4) І (3), ДЛЯ всіх r >  г3 отримуємо

111 G(r. f )  <  ln /t(i?(r), / )  +  In

< Ф^(1п i?(/·)) + ІпФ'ДІпВД) + 1η 2 < 3(1 + Ф(1п r) )".

Звідси маємо
-—  ІпЗ +  x ln (l  +  Ф(1іт /·))

Тф і ) <  Іи п  ----------------------  — — ---------г--  =  х .
г->+оо ІпФ(Іпг)

З довільності х  >  хф ( / )  випливає, що тФ( / )  <  х ф ( / ) ·  Теорему доведено. □

Доведення теореми 3. Нехай для функції Ф Є Ω виконується умова <ІФ >  сФ. Доведемо, 
що існує ціла функція /  Є Ή така, що тФ( / )  >  рФ(/ ) .

Нехай <5 Є (сФ, с/Ф), а (<)'„) — спадна до 0 фіксована послідовність. Виберемо зростаючу 
до +00 послідовність (хк) так, щоб виконувались наступні умови:

Φ+(χ0) > і; (5)
х к+ 1  > х к +  1· к є  No; (б)

In«5fc =  ο(1ηΦ(χ^)), k -*  +OC·; (7)
(Ф ^Х к+і))^1 >  2(Ф'+(х^)^  + 1. А; Є No; (8)

(Ф'+(ха:))‘ї*: < In Xfc+ь А· Є N0; (9)
1η1ηΦ'+(χΑ:) > 6\пФ(хк), А: Є No- (Ю)

Для всіх X Є [хк,х к+1 ) і кожного к Є Ν0 покладемо ψ(χ) =  (Ф'+ (х*:))'5*:. Нехай

Ф(х) =  І ip(t)dt, х > х0,
J X о

тоді для всіх x  Є [xk,Xk+i) і к Є N маємо

Ф(х) > Ф(х) -  Ф(хк) = і Ф'+{t)dt > Ф'+(хк)(х -  хк),
/ хк

а тому, використовуючи умову (9), отримуємо
І'Хк Гх ґ хк Гх

φ(χ) =  /  «.·(/),// + / 0 (i)f /i<  /  (Φ/+(^ _ ι ) )<>''-16?ί+ / (Ф'+ (х*))
./.ro ^ хк J х 0 fc

< (xfc -  χ0)(Φ + (^ -ι))ήΑ:“ 1 +  (ж -  х*)(Ф'+(^ ) )5к < f̂clnxfe +  (^ -  ,гА:)(Ф+(хаО)Л"
= xfc 1пхА. + (χ -  Xk)l~hi(x -  .rfc)$'+(xfc)),5'c < xInx + х1~дкФдк(х) < x(lnx + Фдк{х)).

Звідси випливає, що
—  In Ф(х) м п
ІШ1 ■ — , Г =  Сф. (11)х->+оо 1пФ(х)

Нехай п0 =  0, пк+і =  [ф(хк)] і ск =  еХк для всіх к Є N0. Тоді щ  >  1 за умовою (5), 
C/fc+i >  ecfc і rifc+i > 2пк для всіх А: Є No за умовами (6) і (8) відповідно.

Покладемо Ьо =  ЬПо =  1, К к+1 =  П )=ос?  "J+1 Для всіх к є  No, якщо п Є (nfc,n fc+1) 
і к Є N0, тоді 6П =  ЬПкспкк~п. Розглянемо степеневий ряд g(z) =  Y^Lo^n?11· За лемою А 
цей ряд задає цілу функцію g Є Ή таку, що v{r,g)  — пк+1 =  [^(lnc*,)] =  [0 (1п г)] для
всіх г Є [cfc,Cfc+i) і к Є N0. Отже, v(r,g) =  [</>(lnr)], r >  с0, а тому u(r,g) ~  ί (̂1ηг),
г -+ + 0 0 . За правилом Лопіталя отримаємо 1п//(г.g) ~  Ф(1пг), r —> +оо. Звідси і з (11) 
отримуємо, що Хф(g) =  сФ.

З умов (7) і (10) випливає, що

In In пк+і in In r ix /,ί 1п1п(Ф'+(х/с))<5'с - , л
Inn гті----- г = lim -  — — = lim ---- τ——— r-----> ό > еФ. (12)

к—юо ІП Φ(ІП Ск ) к—>оо In Φ(χα·) /о-too 1пФ(Х/с)

Для r > 0 і к Є N матимемо

пк- 1 оо

УТІ
п= 0 п=Пк

г п.

Оцінимо зверху Ак(ск) і Вк+\(е.к), для цього скористаємось рівністю

К с-к,д) =  tAc-k -  0,д) =  ьпкспкк, к Є No,

яка випливає з неперервності функції ц(г,д), r > 0.
Нехай, А: Є N і η Є [0. пк — 1], тоді п Є [пт, пт+1) для деякого m < к — 1, а тому

f c - l  f c - l

n̂j +1 ~nj ΛП
' -1  ΓΑ:

h rn — /) гПт-П η _  f ГТ «) + l ni Пт-П η L TT «J+1 T!j „ 
0n c k — 0ПтСт c k — 0 Пк Cj c m  c k b  Onk ]_]_ <k _ i  < k

j —m j = m

/  \ nk ~n 1
= bnkclk_\ncnk = /x(cfc, <7) J < p(ck,g)— ^

,П т -П П  <4,

Звідси отримуємо

«fc-l n /t-l

Afc(cfc) =  <  /-і(сьу) 2^  <  li(ck,g), k Є N. (13)
r/=0 /i=0

Нехай k Є N0 i n >  njk+i, n Є [nm, nm+1) для деякого ш >  k +  1, тоді



Звідси отримуємо

ЗО оо 1

Bk+l(ck) =  X  Ьпспк < р{ск.д) X  2 n -n fc+1 = 2^(ск,9), А: Є Ν 0· (14)
п=пк+ 1n=nfc+i

Покладемо =  nfc+i — пк для кожного А: Є N 0 і розглянемо степеневий ряд (1), 
коефіцієнти якого an( f ) =  ап визначено наступним чином

bnfin —п к ( A f c ) ,  / і  Є  , П к-\-\) ) А Є N(j,

де i o(.Va)....... е\у_[( А>) Є { — 1. 1} -  числа, існування яких стверджується лемою В при
У  =  Х к. Тоді \а„\ <  Ьп для всіх п  Є N 0, а тому ряд (1) задає цілу функцію /  Є Н. 

Зрозуміло, що для цієї функції

G(ck, f )  >  X  = - ^ =  X  ЬПкс'Ік пспк =  p{ck,g)y/~N~k > V K  > \J-γ -
п = п к V 1 к п = п к

для кожного к Є Ν 0. Тому, скориставшись оцінкою (12), отримуємо

r £\ \ —  lnlnG(cfc,flf) ^ —  Inlnnfc+i 
Гф(/) > Inn —— — ----- — > hm ;— ----- т > о > Сф.

Ή·+ ι - 1

(15)
А·—>+оо ΙηΦ(Ιη^) In Ф(1ііс/,.)

З іншого боку, використовуючи (13), (14) і лему В, для кожного к Є N отримаємо

п 1 . - 1

M (ct , / ) < £  К К +  т а *
71=0

апскеιηθ

< Ак{ск) + max
у/ Ж  0Є[О,2тг]

пк+1 -  1 

Σ
п=пк 

пк+і-\

Σ
п=пк

Nk- 1

Σ I °n I cfc
п=пк+і

+ P/t+l(cfc)

< μ(<*,0) +  - = ^ ( c fc,^) max
X/iVfc 9Є[0,2тг

X  e,(Nk)eljti +  2ц(ск,д) 
j=о

1 2 г—
< 3/i(cfc, g) + - = / x ( c fc,</) " ν ·\, < 8/x(cfc,flf).

v/iYfc V2 -  1

Отже, ln M (cfe, / )  < 3 +  ln/.i(cb //), А Є N. Оскільки на відрізку [cfc,c fc+i], к Є N, функція 
In А/(г. / )  є опуклою, а функція In μ(/\ д) -  лінійною відносно ln г, то на цьому відрізку 
функція h(r) =  ln M  [r, / )  -  ln μ(τ, .9) досягає свого максимуму в одній з точок ск чи ск+х. 
Тому In М(г.  / )  < 3 +  In ріг.д)  для всіх r >  cL. Тоді

—  In In M ( r , f )  ут— 1η 1ημ(/’. g)
ρΦ( /)  =  Inn , — — — < Inn --г  =  сФ.r^+^o ІпФ(Іпг) r^+oc ІпФ(Іпг)

Використовуючи дану нерівність та оцінку (15), отримаємо, що тФ( / )  > Рф( /) ·  □
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Hlova T.Ya., Filevych P.V. The growth of entire functions in the terms of generalized orders, 
Carpathian Mathematical Publications, 4, 1 (2012), 28-35.

Let Ф be a convex function on [jco , +oc) such that ■ —> -foo, x  —> +oo, f(z)  =  anzn
— a transcendental entire function, let AI(r, f )  be the maximum modulus of /  and let

—  lnln M ( r , f )  —  Inx —  In ln Φ'+ (x)
Рф ( / )  — hm —-— — ----- — , Сф =  lim -— “ Ф =  ‘lm —;— гт~;— ·Γ-t+ x  Іпф(іп г) j'—>+оо ln Ф(х) г-> + тс 1ηΦ(χ)

It is proved that for every transcendental entire function /  the generalized order is
independent on the arguments of the coefficients an (or defined by the sequence (|a„|)) if and
only if the inequality дф <  Сф holds.

Глова Т.Я., Филевич П.В. Poem цельїх функций в термітах обобщенньїх порядков / /  Кар- 
патские математические публикации. — 2012. — Т.4, №1. — С. 28-35.

Пусть Ф — такая вьшуклая на [:Го,+ос) функция, что —> +оо, х ->  -foo, f (z)  =
Σ ϊ^-ο  о,, : "  — трансцендентная целая функция, M ( r , f )  — максимум модуля / ,

—  lnln M ( r . f )  —  \пх —  1п1пФ'+ (.г)
Рф (і ) =  hm —-— — ----- — , Сф =  lim -— ———. а ф =  Іпп —-— — - — .

Г-++00 Іпф(іп г) ж->+оо 111 ф(;г) х->+оо ІпФ(.с)

Доказано, что условие άφ <  Сф являетея необходиммм и достаточиьім для того, чтобьі 
обобщенньїй порядок рф ( / )  каждой трансцендентной целой функции /  не завпсел от ар
гументов козффициентов ап (или определялея последовательностью (|αη|)).

mailto:taras@ukr.net


УДК 512.538

Д о вб н я к  Т.С.. Зато рс ь к и й  Р.А.

П А Р А Ф У Н К Ц ІЇ М А Т Р И Ц Ь  В Е Р Т И К А Л Ь Н О Ї ТА  Г О Р И З О Н Т А Л Ь Н О Ї
С Т Р У К Т У Р И

Довбняк Т.С.. Заторський Р.А. Паршрункціг матриць вертикальної та горизонтальної 
структури Карпатські математичні публікації. -  2012. -  Т.4. .Vа 1. — ( 3 6 - 4 2 .

Досліджуються властивості парафункцій матриць вертикальної та горизонтальної 
структури та будуються деякі загальні формули обернення поліноміальних послідовно
стей.

1 В с т у п

Парафункції трикутних матриць [4] спеціальної структури відіграють важливу роль 
у комбінаторному аналізі та теорії чисел. Одним із таких важливих класів трикутних 
матриць є трикутні матриці похилої структури досліджені у [3|.

У статті досліджуються деякі властивості парафункцій трикутних матриць верти
кальної V =  {vo.i+j)i<j<i^n та горизонтальної Я  =  (/ij+0-j)is;KKn структури, зокрема, 
для них будуються загальні формули обернення [1].

2 Д о п о м іж н і п о н я т тя  т а  т в е р д ж е н н я

Матриця виду

А =

( «11 \
Я-21 «22

\«п1 «п2 ' ' ' (hiп/

( і )

η
з елементами із деякого числового поля, називається трикутною матрицею. 

Роль одиничної матриці відіграє матриця виду

I  ~  (%)lsCj^isira 1

де Sjj — символ Кронекера.

2010 Mathematics Subject Classification: 18В30. 54В30.
Ключові слова і фрази: трикутна матриця, парафункції. матриця горизонтальної структури, матриця 
вертикальної структури.
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Означення 1. [4]. Нехай А — трикутна матриця (1). Парадетермінантом та парапер- 
манентом трикутної матриці А називають відповідно числа:

ddet(A) —

an
n21 (І22

«пі ®n2 '

Σ Σ (-ΐ)"-Π{<—
r= l pi+...+pr=n s= l

pper(A) =

«η
a 21 α22

(Ini αη2 ' ' ' U'nn

 ̂ ^  ̂ 1 + ·+Ρ>./>1 +...+/1.Ч і и } ’
/' = 1 pi =η .s-= і

де підсумовування проводиться за множиною натуральних розв язків рівняння р\ +  
Р2 +  ■■■+Рг — 71 ■ а символом позначено факторіальний добуток елемента аг] , що
задається рівністю

І
{ Oij } I  ^ Q' i k ■

k=j

Теорема 1. [2]. Оберненою трикутною матрицею А 1 до трикутної матриці (1) є ма
триця

( 1) '+і /  Qr+j+i'S+j(bij)ij > 1
aj j  \ a r+j+l .s+ j+\

Нехай Vn — ЛІНІЙНИЙ простір векторів многочленів І f  =  (fi, . . . .  f n) — деякий його 
елемент, причому deg(/j) =  г — 1, г =  1 ,2 ,. . . ,  п. Якщо

-4/ =  g , (2)

то трикутну матрицю (1) можна інтерпретувати як лінійний оператор А, який пере
водить вектор многочленів /  у вектор многочленів д. Із останньої рівності отримаємо 
рівність

/  =  А~1д, (3)

ДЄ А (bf j ) І ■ r ' η ■
Із рівностей (2), (3) випливають відповідно формули обернення поліноміальних по

слідовностей д і / :
η η

дп ^  ̂Оці fi, fa ^ ] bmgi.
(=1 1=1

З Форм ул и  обернення  п о л ін ом іал ьн и х  п о сл ід о вн о стей

Побудуємо дві пари загальних формул обернення поліноміальних послідовностей, 
породжених трикутними матрицями вертикальної та горизонтальної структури. Спра
ведлива наступна



Теорема 2. Нехай V =  (v0.i+ j)i^ ^ n  і Н =  (hl+0,j )i<: j^n деякі трикутні матриці 
вертикальної та горизонтальної структури з елементами із деякого числового поля і f  
та g —деякі вектори многочленів, тоді справедливі формули обернення для відповідних 
поліноміальних послідовностей:

та
г=1

f n  (Яп Яп— і ) :  її 1 , 2 , . . . ,
Vn

f  _  1 1Jn   7 Я п і Яп— 1)
η η η η- 1

η =  1 , 2 ,

Доведення. Оберненими матрицями до матриць V  та Н є відповідно матриці:

\(

V~l =

»1

1-2

0

i’2 
_  J _

1’3 t'3

0 0 0

0 0 0

і’п -1
1 1

/

*_ j_  _L hi h?
0  JLU h2 h3

(4)

(5)

hn-x
____ 1 _  J_

h„ - l h fi /

Перемножуючи останні рядки цих матриць на вектор многочленів g отримаємо відпо
відно рівності (4) та (5). П

4 П а р а ф у н к ц і ї  м а т р и ц ь  в е р т и к а л ь н о ї  т а  г о р и з о н т а л ь н о ї  с т р у к т у р и

Теорема 3. Нехай V — матриця вертикальної структури із теореми 2, тоді справедливі 
рівності: П

ddet(V) =  0, pper(V)  =  2"~1 ]^[
ί=1

Доведення. Виносимо за знак парафункції спільний множник щ із г-го стовпця та вико
ристовуємо той факт, що парадетермінант трикутної матриці з одиничними елементами 
дорівнює нулю, а параперманент цієї матриці дорівнює 2П~1. □

Теорема 4. Нехай

Н =

(h\
h‘2 h2 
h3 h3 h.

\

(6)

\ h n h n h n . . .  h nj  

деяка трикутна матриця із елементами числового поля К , тоді виконуються рівності

deletН — H(h\, h2, ■ ■ ·, hn- 2 , hn—i> h„ )n

— hn * (H (/?.i , /f 2, . . . · fln — 2' h-n—l) n—1 H{h\, Jl 2, · · - , h n—2 ■ h n ) n —1), (7)

ррегЯ =  H +(h\, h2, . . . ,  hn-2, hn-i , hn)n 

hn ’ {H (h \, h2, . . . ,  hn—2) hn—i)n—i -Ь H  (h\, h2, · · ·, hn—2, hn)n—i), (8)

Доведення. Розкладемо парадетермінант матриці (6) за елементами останнього рядка

H (h\, h2, . . . .  hn) hn ■ H{h\, h2. . . . ,  hn—2, hn—\)

- h n · (ihnH{hi ,h2, . . . ,  Д„_2) -  h2nH (hx, h2, . . . ,  Λη_3) +  h\H{hx,h2, . . . ,  /in_4)

- . . .  +  (- 1 )» - з л г 2я (лі) +  (- 1 )п- 2л г і )·

Але вираз у дужках правої частини останньої рівності є розкладом иарадетермінанта

H ( h \, /̂ 2■ · ■ ■ i h n—2i hn)

hn- 2  
h n hr

□за елементами останнього рядка. Рівність (8) доводиться аналогічно.

Н аслідок 1. Якіцо hn-\ =  hn, то

H(h \, h2, , hn—2, hn—i , hn— і)π 0,

Η  (h\, h2, . . . , hn—2, hn— ί, hn—і )η 2 Ιιη—\ · Η (hi, h2, . hn—2, hn—\)η—ι· (9)

Доведення. Справедливість рівностей цього наслідку безпосередньо випливає із реку
рентних рівноетей (7), (8). □

Застосовуючи послідовно (9) до параперманента матриці (6), отримаємо

Н аслідок 2. Якщо hi — .. .  =  hn =  h, то H +(hi, h i , . . . ,  hi)n — 2n~1 · hn.

Теорема 5. Якщо у  матриці (6) елементи утворюють геометричну прогресію і викону
ються рівності h2 =  hicj, /і3 =  hxq2, . . . ,  hn =  h\qn~l , де hi, q Є M, то парафункції матриць 
горизонтальної структури виражаються через відповідні парафункції матриць похилої 
структури

і  1

Q

\
і

Q

\qti—i qn~~ qn~'1’ 1 /

rt (η — 1)

причому справедливі рівності

H(hi, hxq, . . . .  /г.ідп_1)п =  h^q 2 dcletQ 

02=11 ^  , . . n - k  k\
K q Σ

Λι Η-2Λ2+·..-|-ηλί1

.А2+ЗЛ3 +  ...+ ''λ,,4



H + (h i,h xq , . . . .  h'[qn v)n =  K q  2 p perQ

К я ~
η (η — 1) 

2 Σ f c !

λΐ+2λ2 + ...+πλη

Λ2+ 3 λ ^ + ...+ ^ ν ^ λ „

де к =  Лі 4- Λ2 4- · · · 4- λη.

Доведення. Винесемо з г-того стовпця парадетермінанта

/  Лі

/  м  М

(1 1 )

/їі(/п—2\ h iq n 2 h iq " 2 .

\ Лі?"-1 h\qn~l . . .  Μ '1" 1 М п_1 /

множник /iif/-1 , І =  1, 2, . . . ,  п, за його знак, тоді отримаємо парадетермінант (10) ма
триці похилої структури, який при допомозі твердження 2.5.2. (див. [4, с. 1411) можна 
подати у вигляді

к\п (п — 1)
h ^ q - r - Σ .

Λχ + 2 λ 2 + · · · 4 - η λ η
Λ1!Λ2! · . . . · Λ η!

λ2+3λ3+...+^^1χη

Рівність (11) доводиться аналогічно.

Теорема 6 . Нехай Ль і =  1, 2 , . . . ,  п -  1 належать деякому числовому полю К  і

Р ( / і і , /і2 і · · · > hn—11 х )

І X

hi х
ho ho х

h’n—2 hn—2 
у hn—1 hn~1

\

hn—2 x
hn- ι  h!i. — 1 J

причому справедливі рівності:

ddet( P ( h i , h o , . . . ,  h n - ύ χ ) )

=  Pn,0χΗ ~ Pn,lXn~l +  Ρη.2χ , 1 ~ 2 — ■ · · +  ( - 1  )lPn,iXn ' +  ··· +  ( — 1)U lPn,n-Iх ,

ррег(Р(Лг, /12, —  h n- i ; x ) )

=  Ρη.0χ η  4" РпЛх '1 1 4" Pn,2%n ” 4“ · . . +  Pn.ix  +  · ■ · 4 - P n ,n -Iх ·, 

тоді коефіцієнти многочленів задовольняють рекурентні рівності

РпЛ =  Pn—l.i +  hn—\pn—2,i—l +  hi_iPn-:i.i- 2  +  · · · +  *nIlJPl,i-» + 2  +  /ι"-1Ρ0,ί-η+ι, 

д е  η =  0 , 1 , . . . ;  і =  0 , 1 , . . . .  η — 1, Ρη.о =  1,Рп,<о =  0.

□

(1 2)

( 1 3 )

Доведення. Розкладаючи парадетермінант із теореми за елементами останнього рядка, 
дістанемо рівності

Рп,οχΗ -  Ρη.ιΧη~ 1 +  Pn,2Xn~ 2 -  - ■ ■ +  ( — l)n~1pn,n-l%

=  x (pn-l.Ox " 1 — Ρη- 1,1χη “ +  Ρη-1,2χ '1 3 — . . .  +  (— 1)η 2ρη-Χ,η-2χ )

- h n-iX(pn- 2flXn 2 -  Ρη-2Λχη 4" Ρη—2,2χΤΙ 4 - . . .  +  ( - 1 ) η 3ρη-2,η-3χ )

+h2n_1x(pn- 3fix η—3
Ρη- 3Λχη 4 +  Ρη-Α,2χη  5 -  · · · 4- ( - 1 ) "  4Ρ „—3,η—4^) -

„η—5

+ ( -1 ) "  2hnn_21xpi.0x  4- ( - 1 ) ” 1hnJlxpo,ox°,

з яких після зрівнювання коефіцієнтів при однакових степенях х дістанемо рекурентні 
рівності (13). Для нараперманентів співвідношення (13) доводяться аналогічно. □

Запишемо кілька перших многочленів ddet(P(/ii, ho, . . . .  Λ„_i;:r)) :

ddet(P(; x)) =  х,

ddet (P(hi ;x) )  =  x2 — h\X, 

ddet(P(hi, h2; x)) — x3 — (hx +  Л2).і'2 4- h\x, 

ddet(P(/ii, h2. /із; x)) =  x 1 — (hi 4- h2 +  Λ3)χ3 4- (h2 +  Λ1Λ3 + hl)x2 — h\x,

ddet(P(/ii,/)2,/i3,/i4;x )) =

— :r5 — (/ij +Λ2+Λ3+Λ4 )ж *4·{Jî -\-h\ h-i-\~Ĥ -\-h\h\-\-h2 h -̂\-}{ )̂x  ̂— {h -̂\-h^h -̂\-h^hi-\-h )̂x2 -\-h\x,

Н аслідок 3. Якщо у  матриці (12) Іц — 1, то многочлен Р  (hi, h2 , ■ ■ ■ ,hn_ ι ,χ)  запишеться 
у  вигляді бінома, а співвідношення (13) у  вигляді співвідношень

η — 1\ in  — 2 
+  ‘ і - ї

η  — І 

0

1

Якщо, наприклад, hj =  і, то коефіцієнти многочлена P(h\,h2 
η =  1,2, 3, 4, 5, 6, 7 утворюють числовий трикутник

, і =  0 , 1 , . . . , η — 1 .

,Лп_і;ж) при

(  1 \
1 -1
1 - 3 4
1 - 6 1G -2 7
1 -1 0 44 -123 256
1 -1 5 99 -403 1241 3125
1 -21 195 -1099 4499 -15569

(14)

відсутній у  відомій ’On-Line Encyclopedia o f Integer Sequences”.

Якщо у матриці (14) зробити підстановку а,- =  —і, то отримаємо многочлени, кое
фіцієнти яких утворюють числовий трикутник (14) із додатними елементами, що узго
джується із теоремою [4] про зв’язок парадетермінанта трикутної матриці із парагіер- 
манентом відповідної трикутної матриці.
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УДК 517.53

Забо л оц ьки й  М.В. ,  К остю к  О.В.

ПОВІЛЬНЕ ЗРОСТАННЯ ІНТЕГРАЛІВ СТІЛЬТЬЄСА ВІД 
МОНОТОННИХ ФУНКЦІЙ

Заболоцький М.В.. Костюк О.В. Повільне зростання інтегралів Стільтьєса від моно
тонних функцій Карпатські математичні публікації. — 2012. -  Г.4, №1. — С. 43-48.

Знайдено необхідні та достатні умови па монотонні функції ψ і /, за яких інтеграл 
Стільтьєса L(x) =  f *  ip(t)dl(t) є повільно зростаючою функцією. Отримані результати 
застосовано для дослідження розподілу значень та зростання неванліннових характерис
тик мероморфних в С функцій.

Вс т у п

Неперервна (вимірна), зростаюча на [1,+оо) функція ψ називається повільно зрос
таючою (гюв. зр.), якщо ψ(2χ) ~  ψ(χ) при х —¥ +оо. В теорії розподілу значень цілих 
та мероморфних функцій характеристики зростання часто виражаються за допомогою 
інтегралів Стільтьєса. Зокрема, якщо f , g  — мероморфні відповідно в С та півплощині 
{г : Imz >  0} функції ( / ( 0) ф оо, д(0) ф оо), п (г ,/ ) ,  п{г,д ) — кількість полюсів цих 
функцій в крузі {z  : |~| < г} та в множині : 2 — і -  <  |г| > l| , p(f(z) )  =

\f'(z)\/(l +  |/(·ο)|2) ~  сферична похідна / ,  c(r.g) =  Σ  sinψη, рп і̂ф" ~  полюси д, то
1 < р п < г

характеристики Неванлінни та Цудзі функції д дорівнюють

C{r,g) =  2 J  ( j  -  ^ d c ( r , g ) ,  R{r,g) =  J  Q  -  ^)dn{r,g) =  J  n{r ,g)d(l  -  ^

а лічильна функція Неванлінни та сферична характеристика Сімідзу-Альфорса функції 
/  визначаються так (п( 1. / )  =  0)

N { r J ) =  [  In r- d n { t , f ) =  І n{t, f)d\nt, T ( r , f )  — [  A( t , f )d\nt ,
J1 t

O I
де A ( r , f )  =  -  f f lzl<r p2(f(z))dxdy (див., наприклад, [2, c. 38-42]).

2010 Mathematics Subject Classification: 30E99.
Ключові слова і фрази: повільно зростаюча функція, інтеграл Стільтьєса.
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Функції, неванліннові характеристики яких є пов. зр., мають цікаві та специфічні 
властивості (вкажемо тут тільки на статті [1], [4]—[8]) . Зокрема, правильні такі твер
дження.
Теорема А  ([6]). Якщо /  — ціла трансцендентна функція і її неванліннова характе
ристика Т(г, / )  — пов. зр., то /  не має скінченних валіронових виняткових значень. 
Теорема В ([5]). Якщо неванліннова характеристика Т(г, / )  мероморфної в С функції 
/  є пов. зр. і оо є її неванлінновим винятковим значенням, то за асимптотичну криву, 
на якій f ( z )  —» оо, можна брати для майже всіх Θ Є [0, 2π] промінь {с  : arg с =  Θ}.

Тому є природною задача відшукання умов, за яких інтеграл Стільтьєса зі змінною 
верхньою межею є пов. зр. функцією.

1 Ф орм улю ванн я о сн о вн и х  результатів  

Нехай І , V  — монотонні, додатні на [1,+ос) функції, а

L(x) =  J  4’(t)dl{t).

У ІЗ] знайдено достатні умови на функції φ,Ι,Ιχ,Ιο, за яких функція L є пов. зр., 
1\{х) < L(x) <  h{x).  В даній роботі ми вкажемо умови на функції ф і /, щоб інтеграл 
Стільтьєса L був пов. зр. функцією.

Не зменшуючи загальності, вважатимемо, що І — зростаюча функція. В протилежно
му випадку зобразимо функцію L у вигляді L(x)  =  — J* if.’(t)dli(t), де Іг(х) =  1(1) — 1(х).

Теорема 1. Якщо ф — спадна, І — пов. зр. функції, то L — пов. зр. функція.

Зауваження 1.1. Обернене твердження не є правильним. На це вказують приклади 
функцій 'ф(х) =  1(х) =  х, для яких L(x) =\пх.

X

Зауваження 1.2. Твердження теореми 1 показує, що в теоремі 2 з /3/ умови на функції
11 та 12 є зайвими.

Теорема 2. Нехай ф — зростаюча функція. Якщо функція L — пов. зр., то І є пов. зр., 
тобто

1(2х)/1(х) — 1 —У 0, х —» -boo. (1 )

Навпаки, якщо І є пов. зр. і
- — 1(χ)ψ(χ)
1пη Γ·, ; < +оо, (2)X—>-hOO L/yX)

то функція L — пов. зр.

Зауваження 1.3. Для функцій l(x) =  Inх та ψ(χ) =  х умова (1) виконується. (2) не 
виконується, a L(x) =  х — 1 не є пов. зр. Тому умова (2) в теоремі 2 є істотною.

Зауваження 1.4. Для функцій ф(х) =  х і /(./;) =  х умова (1) не виконується, а умова
____ г'2

(2) виконується, бо L(x)  =  х2/2  і lim -̂ г—- =  2. Отже, цей приклад разом з прикладом
' х->+оо X і  j 2

із зауваження 1.3 показують незалежність умов (1) та (2).

2 Д о п о м іж н і резул ь тати  т а  до вед ен н я  тео рем

Доведення теорем спирається на наступне твердження.

Л ема 2.1. Нехай функція ψ — зростаюча. Якщо L — пов. зр., то

ф(х)
L(x)

Навпаки, якщо

( /(2х) — 1(х)) ->  0, х  —)■ +оо. (3 )

хЬ (2 х)
L(2x) (^(2,г  ̂ — —̂ х + °°· (4)

то функція L (-· пов. Ίρ.

Доведення. Маємо

L(2x) -  L(x) =  С  m m  ф(х)(1(2х) -  1(х))
L(x) L(x) -  L(x) -  ’

< L(2x) -  L(x) =  C  * ( * ) W )  Ф(2х)(1(2х)-1(х))
L(2x) L(2x) -  L(2x)

Якщо L — пов. зр., то з першого співвідношення отримуємо (3). З другої нерівності 
маємо, якщо (4) виконується, то L — пов. зр. □

Зауваження 2.1. Умову (4) у  лемі 2.1 не можна замінити на умову (3). Дійсно, нехай

Ф(х) =  ех і 1(х) =  1 -----Для цих функцій L(x) =  х не є пов. зр. Водночас умова (3)
виконується, бо

. Л , „ .  · ' * * ■

а (4) не виконується, бо

Ф(2х) , , е2х / 1  1 \ ех
( /(2х) -  1(х)) -  —  — -  —  +оо, ж -> + О С .

L(2x) у 2х \ех е2х J 2х

Отже, умова (3) не є достатньою для пов. зр. функції L.

Аналогом леми 2 .1  для спадних функцій ф є наступне твердження, яке доводиться 
подібно.

Л ема 2.2. Нехай функція ф — спадна. Якщо L — пов. зр. функція,

А(2.г) (^(2,г) ~ ^ х )) ~̂  х + °° '

Навпаки, якщо

- - - - - (і(2х) — 1 ( х ) )  —̂ 0, X  —¥ +оо,
Ь(х)

то функція L є пов. зр.

то



З лем 2.1 та 2.2 безпосередньо випливає твердження.

Н аслідок 2.1. Нехай ф — монотонна функція і 1(2х) — 1(х) <  А <  + о о , де А >  0 — 
деяка стала. Для того, щоб функція L була пов. зр., необхідно і досить, щоб

ф(х) =  o(L(x)), х  —» +ОС.

Перейдемо до доведення теорем.
Доведення теореми 1. Оскільки ф(х) — спадна функція, а 1(х) — зростаюча на [1, + о о ),

/ 2х
ir(t)dl(t) < φ(χ)(ΐ(2χ)  -  /(.г)). 

> Ψ(χ)(ΐ(χ) — / (1)).

Тому

L{ 2х) -  L(x) =  J f  ij’ (t)d,l(t) < 2x) -  I і.,·)) _ /  l(2x) _  \ (  _  l ( l ) \ 1
L(x) f *  ip(t)dl{t) ~  ф(х) (l(x) -  Z(l)) \ K X) / V  4 X)J

Позаяк за умовою теореми 1 І — пов. зр. функція, то з останнього співвідношення 
випливає, що L також є пов. зр. П

Доведення теореми 2. Враховуючи, що

L(x) =  Jf 4’(t)dl(t) < ф(х)1(х),

ψ(χ ) П/п \ U W ^ Ψ(χ )(ι(2 x ) - l ( x ) )  К2х)
ї й (г(2ї) - ,(І )) -------- Ш Г )—  = ї й  ■ -

Оскільки L є пов. зр., то за лемою 2.1 виконується (3). З останнього співвідношення 
одержуємо пов. зр. функції І.

ψ(χ)1(χ)
Навпаки, нехай І — пов. зр. функція. Завдяки умові (2) маємо ———— < В. де

L[x)
В >  0 — деяка стала. Тому

х - »  +оо.

і за лемою 2.1 (див. (4)) отримуємо пов. зр. функції L. □

З Д е я к і  з а у в а ж е н н я  т а  з а с т о с у в а н н я  р е з у л ь т а т і в

Нехай L V' — зростаючі функції. Використовуючи теореми про інтегрування час
тинами та заміну змінних в інтегралах Стільтьєса, неважко показати, що умова (2) 
рівносильна умові

або за умови неперервності функції ф на [1, +ос) — умові

lira ----- < 1, (6).ι·̂ ·+οο vix)

де v(x) =  хі(ф Ч-ї))· Справді,

ф(х)1(х) Ji φ(χ)1(χ) φ(χ)1(χ) ’

а отже, умова (2) рівносильна (5). Далі,
Γ χ г і ’ (х ) Γ’4’ {χ ) „ ( f )
/  l(t)d4 '(t) =  /  l ( i r l ( t ) )d t=  — dt,

■I i ./ Ф( i) ■''/’(i)

1 оскільки ν(φ(χ))  — ф(х)і(ф ' (' 'i·'’ )) j  — Φ{χ )1(χ ), то умова (5) еквівалентна (6).

Зауваження 3.1. Введення у  розгляд функції ν дає змогу навести просту достатню 
умову для виконання (6), а отже і (2). Якщо для деякого р > 1 lim ν(χ)/χρ <х—>+оо
р lim v(x)/xp, то справджується (6).

Х —У +  ОО

Позначимо через n(x)  і Ν(χ)  відповідно лічильну та неванліннову лічильну функції 
послідовності точок (о„) комплексної площини, αη —> '30 при η —» +оо.

Зауваження 3.2. З наслідку 2.1 і формули Ν(χ)  =  n(t)dIni отримуємо, що N(x)  є 
IIOB. зр. функцією тоді і тільки тоді, коли п(х) — o(N(x)  ) . х —> +оо (див. j4j).

Добре відомо, що коли п(х) — пов. зр., то N(x)  також пов. зр. функція. Навпаки не 
завжди правильно. З теореми 2 випливає достатня умова пов. зр. функції п(х).

Твердж ення 3.1. Якщо для деякої зростаючої функції ф інтеграл ip(t)dn(t) є пов. 
зр. функцією, то п(х) — пов. зр.

Нехай /  — ціла функція нульового порядку така, що

- —  п(г, 1/ / ) 1пг
1ш1 л77 т Ь г - < + °°·Г-4-+00 N(r , l/f )

Завдяки (7) і формулі N(r, 1 / / )  =  n(t, І/f )dlnt ,  з теореми 2 випливає, що N(r, 1 //)  є 
пов. зр. функцією, а отже (див. [1]), і функція Т(г, / )  — пов. зр. Враховуючи теорему А 
отримаємо таке твердження.

Твердж ення 3.2. Якщо /  — ціла функція нульового порядку, яка задовольняє умо
ву (7), то f  не має скінченних валіроновпх виняткових значень.

Нехай /  — мероморфна в С функція, для якої

А (г , / )  =  о(Т (г, / ) ) ,  г - » +  оо. (8)

О О о
Із зображення Т (г, / )  =  f Qr A (t, f )dlnt  і наслідку 1.1 отримуємо, що Т (г, / )  — пов. зр.

О
функція. Оскільки (див., наприклад, [2, с. 33]) |T(r,/ )  — T (r ,/ ) | <  С. де С — деяка 
стала, то Т(г, / )  — пов. зр. Звідси і з теореми В випливає наступне твердження.



Твердж ення 3.3. Якщо f  — мероморфна в С функція, для якої виконується (8) і оо 
є винятковим неванлінновим значенням, то за асимптотичну криву на якій /( , :)  - »  оо, 
можна взяти для майже всіх Θ Є [0, 2тг) промінь {z  : argz =  θ}.
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С Л А Б К О  П О Л ІН О М ІА Л Ь Н А  Т А  С Л А Б К О  А Н А Л ІТ И Ч Н А  Т О П О Л О Г ІЯ  
Н А  Б А Н А Х О В И Х  П Р О С Т О Р А Х  І Н А  П Р О С Т О Р А Х  Ф Р Е Ш Е

Загороднюк А.В.. Митрофанов М.А. Слабко поліноміальна та слабко аналітична антоло
гія на банахових просторах і на просторах Фреше / /  Карпатські математичні публікації.
-  2012. -  T.4, №1. -  С. 49-57.

У  роботі досліджено умови співпадіння слабкої поліноміальної та слабкої аналітичної 
топології (слабкої *-поліноміальної та слабкої ^-аналітичної топології) з топологією норми 
на дійсних (комплексних) банахових просторах та просторах Фреше.

Вс т у п

Поняття розділяючого полінома було вперше введено у розгляд Я. Курцвейлом у 
1954 році у роботі [12] для встановлення умов апроксимації неперервних функцій ана
літичними на дійсних сепарабельних банахових просторах. Властивості розділяючих 
поліномів та умови їх існування досліджувались різними авторами. Ґрунтовні огля
ди з цього питання можна знайти у роботах [10] та [ 111. Для апроксимації рівномірно 
неперервних функцій на дійсних банахових просторах у праці [8] були введені у роз
гляд рівномірно аналітичні розділяючі функції. Для апроксимації неперервних функцій 
на комплексних банахових просторах у праці [2] було розглянуто поняття *-полінома, 
^-аналітичної функції та розділяючого *-полінома, рівномірно ^-аналітичної і розділя
ючої функції.

У цій статті розглядаються топологічні властивості банахових просторів та просто
рів Фреше в залежності від існування розділяючих поліномів та рівномірно аналітичних 
розділяючих функцій.

Означення 1 . Нехай X  — нормований простір над полем дійсних чисел R. Дійсний 
поліпом q: X  —» R називається розділяючим поліномом, якщо q{x) задовольняє умову

inf, 1 Ш )  -  9(0)1 > о.
хЄЛ, х =1
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Ключові слова і фрази: банахові простори, простори Фреше, розділяючі поліноми, розділяючі рівномір
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Це означення використовується Курцвейлом у [13]. З означення 1 випливає, що дій
сний поліном q : X  —>■ К не є розділяючим, якщо q задовольняє умову

inf. \q(x) — 9(0)1 =  0 .
хєХ,  ||х||=1

Л ема 1. Якщо д і й с н и й  поліном q(x) не є розділяючим на кулі радіуса 1 в  банахо- 
вому просторі X , то він не є розділяючим на кулі довільного радіуса г в X. Тобто 
Vr infTeX, ||*||=r k(^) -  <7(0)1 = 0.

Означення 2. *-Поліном Р  : X  - »  С називається розділяючим *-поліномом, якщо

inf ІР(х)  -  Р(0)| > 0.
-re.Y. |ИМ  '

Означення 3. Нехай X  є дійсним банаховим простором. Будемо казати, що дійсна 
функція (І, визначена на X , є рівномірно аналітичною і розділяючою, якщо вона задо
вольняє наступні умови:

1) d є дійсною аналітичною функцією на X  в кожній точці х  Є X  з радіусом збіжності 
Rdx більшим або рівним за Rd для деякого Rri >  0,

2) існує β Є Ш таке, що для всіх х Є X  множина d(x) < β є непорожньою і лежить 
у  відкритій одиничній кулі В.

ОО

Означення 4. Будемо казати, що функція Q : X  —> У вигляду Q(x ) =  ^ Q n ( x )
π  =  1

для всіх х  Є X , д е  Qn(x ) — η-однорідні * -поліноми, є рівномірно *-аналітичною та 
розділяючою, якщо вона задовольняє наступні умови:

ОО

1) існує таке число R q , щ о  ряд )  Qn(x ) збігається рівномірно в кулі радіуса R q  з
n =  1

центром у  ДОВІЛЬНІЙ ТОЧЦІ Х() Є X .
2) існує таке β Є М, що множина таких х Є X , що \Q(x)\ < β є непорожньою і 

лежить у  відкритій одиничній кулі В.

Зауважимо, що враховуючи аналітичність, з умови 2) випливає, що існує β Є К. таке, 
що множина всіх х  Є X , для яких d(x) > β, не належить одиничній кулі В.

У дисертації [3] отримано наступний результат.

Теорема 1. Нехай X  та У банахові простори, f  : У  —> R. є рівномірно аналітичною і 
розділяючою функцією, g : X  У — лінійне відображення, яке володіє властивістю

||д(х)|| ^ \\x\l для довільного х Є X  такого, що ||:г|| =  1.

Тоді композиція f  о g є рівномірно аналітичною і розділяючою функцією обмеженого 
типу.

Нехай 'Р(Х) — простір неперервних поліномів на X.  Визначимо слабко поліноміальну 
топологію на дійсному банаховому просторі X. як найслабшу топологію wP відносно 
якої всі неперервні поліноми на X  зі значеннями в полі R будуть неперервними. Ця

топологія породжується прообразами відкритих множин з Е поліноміальних функціо
налів на X. Базу цієї топології утворюють околи точок ;г0 Є X , кожен з яких залежить 
від скінченного набору поліномів р і, . . .  ,рп і додатних чисел Є\,. . .  , εη та має вигляд

и {χ οΥρ\Ζ’"ρηη =  {■'■ є  : Ь і ( ж) - Ρι(χ ο)\ ІРп(х)  - Рп(хо)| <  ε η}.  (1)

Напрямленість (ха) збігається у ТОПОЛОГІЙ Wp ДО Хо Є X  тоді (і тільки тоді) коли 
р(ха) —> р(хо) ДЛЯ кожного р Є V(X) .

Визначимо слабко аналітичну топологію на дійсному банаховому просторі X, як 
найслабшу топологію wa відносно якої всі неперервні аналітичні функції на X  зі значе
ннями в полі R будуть неперервними. Ця топологія породжується прообразами відкри
тих множин з Ж аналітичних функціоналів на X. Базу цієї топології утворюють околи 
точок Хо Є X , кожен з яких залежить від скінченного набору аналітичних функцій 
/ ] , . . . .  f  n і додатних чисел егі, . . . .  εη га має вигляд

U(Xo)?Z5n =  Є Х  '■ І / іИ  -  f l M l  I fn(x) -  fn(x о)| < єп} · (2)

Поряд зі слабко аналітичною топологією ми можемо розглянути рівномірно слабко 
аналітичну топологію використавши у формулі (2) замість набору аналітичних фун
кцій набір рівномірно аналітичних функцій.

У праці [4] розглянуто поняття А-збіжноеті, яка у наших термінах співпадає зі 
слабко аналітичною збіжністю. Зокрема у [4[ поставлено питання: чи А-збіжность на 
комплексних банахових просторах співпадає зі збіжністю за нормою? У 17] дано нега
тивну відповідь на це питання. У даній роботі досліджено умови сгіівпадіння слабкої 
поліноміальної та слабкої аналітичної топології (слабкої ^-поліноміальної та слабкої 
❖-аналітичної топології) з топологією норми на дійсних (комплексних) банахових про
сторах та просторах Фреше.

Аналогічно на комплексному банаховому просторі ми визначимо слабко *-поліномі
альну топологію (слабко *-аналітичну топологію) як найслабшу топологію шр відно
сно якої всі неперервні ^-поліноми (^-аналітичні функції) на X  зі значеннями в полі С 
будуть неперервними.

1 В и п а д о к  б а н а х о в и х  п р о с т о р і в

Теорема 2. Слабко поліноміальна топологія на дійсному просторі X  збігається з то
пологією норми тоді і тільки тоді, коли на X  існує розділяючий поліном.

Доведення. Зауважимо, що оскільки прообрази відкритих множин при неперервних 
відображеннях є відкритими, Шр-відкриті множини є відкритими в топології норми. 
Тобто wp є слабшою топологією за топологію норми. Нехай на X  існує розділяючий 
η-однорідний поліном q. Розглянемо гир-збіжну напрямленість (хп) до х0 Є X.  Для 
будь-якого натурального М  визначимо поліпом рм(х) '■= M nq(x — ;r0) =  q(Mx — AIxq). 
Збіжність (xa) у слабко поліноміальній топології зокрема означає, що для будь-якого 
М Є N i для будь-якого є > 0 існує cv0 таке, що для всіх «  > о 0

Ірм(ха) ~Рм(хо)\ =  \q(Mxa -  Мхо)\ < є.



Виберемо ε < in f||х||=і |</(ж)| (згідно з означенням розділяючого полінома ми це можемо 
зробити). Тоді IIМ х а -  М х о|| < 1. Справді, якщо \\Мха -  М х0\\ =  с >  1, то

М ха — M xq

с" !МІ=і

що неможливо. Отже ||χα -  .т0|| < 1/М , а це і означає, що (ха) прямує до х0 в топології 
норми. Таким чином топологія норми є слабшою за слабко поліноміальну. Тому вони 
співпадають.

Припустимо тепер, [цо Wp співпадає з топологією норми. Оскільки околи вигляду
(1) утворюють базу U'p. то Існує непорожній ОКІЛ U(Xo)p\\\"'£r>l ■ який повністю лежить у 
відкритій одиничній кулі Β χ  з центром в нулі простору А'. Перейшовши до поліномів 
Рк(-1' — -Гі) ) можна вважати, що .г() — 0. Крім того, без втрати загальності можна вважати,

П П
що рк(0) =  0, к =  1 ,---- а. Визначимо q(x) =  У ^(рк(х))2 і ε =  У  / „ ·  Тоді

к=1 fc=l

U(0)%;::%nn =  и щ  =  {х  Є А : \д(х)\ < є }  С Β χ .

Тобто для кожної точки x  Є А', ||.г|| = 1 маємо, що \q{.v)\ >  ε. Отже q — розділяючий 
поліном. П

Зауважимо, що оскільки неперервні поліноми розділяють точки простору А', то слаб
ко поліноміальна топологія є гаусдорфовою. Тому, за теоремою Стоуна-Вейєрштраса 
(див. [6, теорема 3.2.21]), кожна wp-неперервна функція на X  наближається полінома
ми рівномірно на компактах у топології шР. У випадку, коли X  допускає, розділяючий 
поліном, wp-компакти є компактами в (А, || · ||) і мають порожню внутрішність, якщо 
dim А  =  оо. Проте, саме в цьому випадку (теорема Курцвейля) кожна рівномірно непе
рервна функція на А  апроксимується аналітичними функціями рівномірно на всьому 
просторі. Можливий інший крайній випадок, коли слабко поліноміальна топологія спів
падає зі слабкою топологією на обмежених множинах. Тоді замкнена куля в Β χ  Є А' 
є шр-відносно компактним простором і теорема Стоуна-Вейєрштраса гарантує, що ко
жна *-слабко неперервна функція на Β χ »  апроксимується поліномами рівномірно на 
Β χ .  Проте і в цьому випадку може трапитись, що А  допускає рівномірно аналітичну 
розділяючу функцію (як, наприклад, А" =  с0) і кожна рівномірно неперервна функція 
апроксимується аналітичними рівномірно на А  [8]. З іншого боку існує багато просторів 
(як. наприклад, Ір для непарних р) для яких wP є строго сильнішою за слабку тополо
гію на обмежених множинах і строго слабшою за топологію норми, і в яких не кожна 
неперервна функція наближається аналітичними на А. Ці приклади показують, що 
апроксимація аналітичними функціями суттєво відрізняється від поліноміальної апро
ксимації і умови існування такої апроксимації суттєво відрізняються від умов теореми 
Стоуна-Вейєрштраса.

Добре відомо, що у нескінченновимірному банановому просторі одинична сфера є 
щільною в одиничній кулі у слабкій топології. Наступна теорема показує, що при певних 
умовах wp має таку ж властивість.

Теорема 3. Нехай X  — нескінченновимірний дійсний банахів простір. Одинична сфера 
Sx є щільною в одиничній кулі Β χ у  слабко поліноміальній топології тоді і тільки тоді, 
коли X  не допускає розділяючого полінома.

Доведення. Припустимо що сфера Sx є щільною в Β χ  у слабко поліноміальній тополо
гії. Тоді існує напрямленість (x a) С Sx така, що р(ха) —> 0 для кожного р Є V ( X ) .  Це 
означає, що жоден поліном р Є 'Р(Х) не є розділяючим.

Припустимо, що не існує розділяючих поліномів на А. Покажемо, що 0 належить за
миканню Sx у wp. Для цього достатньо показати, що для будь-якого ε > 0 і скінченного
набору поліномів р і , . . .  ,р„ існує елемент х Є Sx  такий, що \pk{x)\ <  ε, k =  1 ,___η. Та-

11
кий елемент існує, оскільки р =  Т рі не розділяючий і в якості х можна взяти елемент

k= 1
з Sx для якого \р(х)\ < ε.

Нехай, х0 — довільний вектор з Βχ. Застосувавши афінне ізометричне перетворення 
х x - :/:0 зведемо нашу задачу до пошуку напрямленості в Sx — х0, яка слабко 
поліноміально збігається до нуля. Виберемо г > 0 так, що куля гВ\ радіуса г з центром 
нулі лежить в Βχ — х0. Оскільки не існує розділяючого полінома на А, то за лемою 1 
не існує полінома q, який би відділяв сферу rS\ від нуля. Повторюючи міркування 
з попереднього абзацу отримуємо напрямленість ха Є rSx,  яка слабко поліноміально 
збігається до нуля. Нехай уа =  Аажа, де Аа — таке додатне число, що уа Є Sx — х0. Зау
важимо, що Ха < 2. Оскільки для кожного m-однорідного полінома рт, \рт(ха)\ —> 0, то
\Р т (У а )  І <  ‘2 m \Pm(%a)\  0. ДОВІЛЬНИЙ ПОЛІНОМ Є СуМОЮ ОДНОрІДПИХ, ТОМ у р(уа) —> 0. □

Нехай простір А" є комплексним банаховим простором. Припустимо, що на просто
рі А  існує розділяючий *-поліном q. Якщо на А" розглянути слабко *-поліноміальну 
топологію, то для простору А  виконується аналогічна до теореми 2

Теорема 4. Слабко *-поліноміальна топологія па комплексному банаховиому просто
рі X  збігається з топологією норми тоді і тільки тоді, коли на X  існує розділяючий 
*-поліном.

Доведення. Для комплексного банахового простору А" позначимо через А  той самий 
простір (як множину), але над полем дійсних чисел. Точніше, носії просторів А  та А  
співпадають, але на X  визначено тільки множення на дійсні скаляри. Якщо на просторі 
X  існує розділяючий *-поліном q, то на просторі А  існує розділяючий поліном р = qq. 
Оскільки, слабко ^-поліноміальна топологія на комплексному банаховиому просторі А" 
співпадає зі слабко поліноміальною топологією на просторі А , ми можемо застосувати 
до А  теорему 2. □

Аналогічно легко довести аналог теореми 3.

Теорема 5. Нехай X  — нескінченновимірний комплексний банахів простір. Одинична 
сфера Sx є щільною в одиничній кулі Β χ у  слабко *-поліноміальній топології тоді і 
тільки тоді, коли X  не допускає розділяючого *-полінома.



Теорема 6 . Якщо на дійсному просторі X  існує розділяюча аналітична функція, то 
слабко аналітична топологія на X  збігається з топологією норми. Якщо рівномірно 
слабко аналітична топологія на дійсному просторі X  збігається з топологією норми, то 
на X  існує розділяюча аналітична функція.

Доведення. Зауважимо, що оскільки прообрази відкритих множин при неперервних 
відображеннях е відкритими, шд-відкриті множини є відкритими в топології норми. 
Тобто w,\ є слабшою топологією за топологію норми. Нехай на X  існує розділяюча 
аналітична функція q. Розглянемо шд-збіжну напрямленість (ха) до х 0 Є X.  Для будь- 
якого натурального М  визначимо аналітичну функцію f\j(x) q ( M x - M x o ) .  Оскільки 
q розділяюча аналітична функція, то за теоремою 1 для довільного М  Є N функція 
q(Alx) буде розділяючою аналітичною функцією. З іншого боку, якщо напрямленість 
(ха) збігається до х0 Є X  в w,\ топології, то для довільного ε > U існує а0, що для а >  о 0 
q(Al(xn — ./о)) < ε. Покажемо, що ||ха -  т0|| ->  0. Припустимо, що це не так, тобто існує 
таке δ, що для довільного а() існує а > а 0 таке, що ||та — .г0|| > δ. Зафіксуємо АІ Є N 
таке, щоб М  >  тоді для довільного а0 існує а  > о 0 таке, що \\АІха — АІх0\\ >  1. 
Візьмемо число β  Є R з означення 3. Якщо q(x) < β , то х  ^ 1, тому виберемо ε < β. 
Отримаємо, що q( AI(xn -  χ0))ε < β, але \М(ха -  х0)| > 1- Це суперечить тому, що q 
рівномірно аналітична розділяюча функція.

Припустимо тепер, що tvца співпадає з топологією норми. Оскільки околи вигляду
(2) утворюють базу WrAi ТО Існує непорожній ОКІЛ i/(T0)^ '' 'j " ,  який повністю лежить 
у відкритій одиничній кулі з центром в нулі Βχ  простору X.  Без втрати загальності 
можемо вважати, що х0 =  0 та Д(0) =  0, k =  1....... η. Визначимо q(x) =  Σ 2 = ι ( Ι Λ χ ))2 і
: = Σ ί - ι  ε1· Тоді

=  w ,  =  { *  є  χ  ■ w * )i < f ) c  в х .

Тобто для кожної точки х  Є X,  ||т|| =  1 маємо, що \q{x)\ >  ε. Оскільки всі Д, k =
1.......η , є рівномірно аналітичними, то q рівномірно аналітична функція. Отже q —
рівномірно аналітична розділяюча функція. □

Питання співпадіння слабко аналітичної топології з рівномірно слабко аналітичною 
топологією залишається відкритим.

Н аслідок 1. На просторах Ір та Lp для парних р слабко поліноміальна топологія збі
гається зі слабко аналітичною топологією та топологією норми.

Н аслідок 2. На замкнених підпросторах с0 слабко аналітична топологія збігається з 
топологією норми.

Н аслідок 3. На просторі с0 слабко поліноміальна топологія не співпадає зі слабко 
аналітичною топологією.

2 В и п а д о к  п р о с т о р і в  Ф р е ш е

Нагадаємо, що лінійний топологічний простір X  є простором Фреше, якщо X  є 
метризовним повною метрикою локально опуклим простором. Відомо, що це означення

еквівалентне до наявності на X  зліченної системи узгоджених напівнорм (див. [1, 3.5.3]) 
{PnjneN, які задають повну метрику р на X  наступним способом [5]

р(х ’ У) =  Е & т
Рп(х -  у)
+  Рп{х -  у)'

Топологія, що породжується метрикою р  на просторі X , є найслабшою топологією, 
відносно якої всі напівнорми рп є неперервними. Базу околів нуля цієї топології утворює 
сім’я {UPn(0) : η Є Ν}, де UPn(0) =  {ж Є X  : Pk(x) <  ̂ Для всіх 1 ^ к ^  п].  При цьому 
послідовність { χ η : η Є N} точок простору X  прямує до точки хо Є X  тоді і лише тоді, 
коли для довільного к Є N послідовність {pk(xn — го) : п Є N} прямує до нуля при 
η —> ос. Для нормованого простору Υ  функція /  : X  —> Υ  є неперервною в точці хПі 
ЯКЩО ДЛЯ ДОВІЛЬНОЇ ПОСЛІДОВНОСТІ { х п} С X,  що прямує ДО Xq, послідовність { f { x v)} С Y  
прямує ДО /(.То).

Зафіксуємо папівиорму рп иа X.  Відомо, що kerpn є замкненим лінійним підпро- 
стором. Для ДОВІЛЬНОГО П Є N позначимо через Х п простір X  З нормою II · ||„, тобто 
Χ η =  (X,  K · Ц,J. Аналогічно як і у випадку банахових просторів визначимо слабко 
поліноміальну топологію, слабко аналітичну топологію (слабко *-поліноміальну то
пологію, слабко *-аналітичну топологію) на дійсному (комплексному) просторі Фреше 
X  як найслабшу топологію wp, відносно якої всі неперервні поліноми (*-поліноми), ана
літичні (^-аналітичні) функції на Аг зі значеннями в йолі R (С) будуть неперервними.

Зрозуміло, що простір V ( X )  всіх неперервних поліномів на просторі X  містить про
стір V ( X n) всіх неперервних поліномів на просторі Х„  для довільного η Є N.

Позначимо тіерез wpn слабко поліноміальну топологію на просторі Х п. На просторі X  
очевидним є наступне співвідношення топологій W p  >- W p n , тобто топологія гиР  сильніша 
за топологію wpn.

Теорема 7. Нехай простір X  є дійсним простором Фреше зі зліченною системою норм 
(II · ||п}пєм, який не є банаховим простором, тоді X  не допускає полінома, який був би 
розділяючим для всіх Х п.

Доведення. Припустимо, що на просторі X  існує поліном р, який є розділяючим для 
всіх Х п. Тоді топологія wpn співпадає з топологією норми || · ||п на кулі в Х п. Але, як 
зауважено вище, топологія wp сильніша за топологію wPn, отже, топологія wp є силь
нішою за топологію норми на Х п. З іншого боку топологія wp є слабшою за топологію 
Фреше на X , яка є найслабшою топологією, в якій всі || · ||п неперервні. Отже, wP є 
слабшою за топологію норми || · ||п для довільного η Є Ν. Тому топологія Фреше спів
падає з топологією норми на просторі X. але це суперечить умові теореми про те, що 
простір X  не є банаховим. □

Подібним чином легко довести комплексний аналог теореми 7.

Теорема 8 . Нехай простір X  є сепарабельнпм комплексним простором Фреше зі злі
ченною системою норм ЦІ · ||п} пЄм· який не є банаховим простором, тоді X  не допускає 
розділяючого *-полінома.



Теорема 9. Нехай простір X  є дійсним простором Фрешє зі зліченною системою норм 
{II · ||n}neN) який не є банаховим простором. Якщо для довільного η Є N простір Х п 
допускає розділяючий поліном /„ ,  то існує аналітична функція f  на X . яка є рівномірно 
аналітична розділяюча для всіх Х п.

Доведення. Побудуємо за системою напівнорм {|| ■ 11„} ,?єм зростаючу систему напівнорм
{Ц · НІЛпєм, поклавши {|| · ||· =  E U і II ' lUkneN·

Без втрати загальності можна вважати, що f n — однорідні розділяючі поліноми 
такі, що ||/п||п =  1· d eg /„  =  mn для кожного η Є N та mi ^ т2 7  тп 7  ---- Тоді
ті < 2ш2 < . . .  < птп < ----

Розглянемо функцію /  =  Σ Ζ ι  =  Σ Γ =1 !Jmn' ДС 9m„ =  ( І Л ·  3 того
ЩО !І/„||„ =  1 отримуємо ||.У„,„||,у =  (^^ТІІ/mJliV 7  для всіх N > »>п. Тому ДЛЯ
довільного Х п радіус збіжності функції /  дорівнює нескінченності, оскільки

— =  lim sup \ \g(n)\\% =  0.
И \9) п-+ оо

Для функції /  виконується друга властивість рівномірно аналітичної і розділяючої 
функції у кожному просторі X п, а саме для довільного η Є N існує число Зп таке, що 
множина {.Г Є Х п ■ )/(·'■) І < βη) е непорожньою і лежить у відкритій одиничній кулі 
простору Х п. Справді, для довільного η Є N можна вибрати βη так. щоб з рівності 
Цх’Цп =  1 випливала нерівність f (x )  ^ вп. Оскільки / Шп — розділяючі поліноми, то 
досить вибрати βη так, щоб 0 < βη ^  (ппіп)! ' 1=1
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We investigate under which conditions weak polynomial or weak analytic topology (*-weak 
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В роботе иеследованьї условия совпадений слабой полиномиальной и слабой анали- 
тической топологий (слабой ^-полиномиальной и слабой *-апалитической топологий) с 
топологией нормьі на действительиьіх (комплексних) банаховьіх пространствах и про
странствах Фреше.
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ПРОСТІР ВІДКРИТИХ ФАКТОРВІДОБРАЖЕНЬ ЗБІЖНОЇ 
ПОСЛІДОВНОСТІ

Копорх К.М . Простір відкритих факторвідображень збіжної послідовності , Карпат
ські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №1. — С. 58-06.

Наведено деякі властивості топології простору фактороб’єктів збіжної послідовності. 
Зокрема, показано, що цей простір розкладається в об’єднання двох множин, одна з яких 
всюди щільна, а інша — гомеоморфна простору ірраціональних чисел.

В с т у п

Топологія гіперпросторів (просторів замкнених підмножин) нульвимірнпх метри
чних компактних просторів є добре вивчена (див., наприклад, [1]). Автор в [3], [4] роз
глянув дуальний до гіперпростору об’єкт — простір Ф(А) відкритих факторвідображень 
компактного простору X.  Виникає природна задача опису топологічних властивостей 
простору Ф(А) для різних просторів X.  Метою цієї замітки є розгляд випадку, коли 
X  =  S (збіжна послідовність). Зауважимо, що гіперпростір expS розглянуто в робо
ті [7]. У ній доведено, що простір expS є об’єднанням канторової множини та всюди 
щільної зліченної множини ізольованих точок.

Ми показуємо, що Ф(5) є досконалим нульвимірним некомпактним метризовним 
простором, який розкладається в об’єднання двох множин, одна з яких всюди щільна, 
а інша — досконала.

Надалі вважаємо, що всі відображення топологічних просторів є неперервними.

1 О сновн і ПОНЯТТЯ ТА ОЗНАЧЕННЯ

Нехай X  — компактний гаусдорфовий простір (компакт), / :  X  —> Z — неперерв
не, відкрите, сюр’єктивне відображення компактних гаусдорфових просторів. Як зви
чайно, ехрА ми позначаємо гіперпростір (множину непорожніх, замкнених підмножин

2010 Mathematics Subject Classification: 18В30, 54В30.
Ключові, слова і фрази: гіперпростір, факторвідображенпя. топологія Вієторіса.
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простору X),  наділений топологією Вієторіса. Базою цієї топології може служити сім’я 
множин

П

(Ui, U2 , ■ ■ ·, Un) =  { А  Є ехрАГ \ А с [ \ и і, А п и і ф 0  для кожного і =  1 , 2 , ,  п},
і= і

де η Є N і множини U\, U2 , ■ ■ ■ Un пробігають топологію простору X.
У  випадку, коли X  — метризовний компакт, топологія Вієторіса породжується ме

трикою Гаусдорфа

<ІН{Е, F) =  inf {є  > 0 І Е С 0 £(F)  і F  С Οε(Ε)}.

Доведення цього факту можна знайти у підручнику |6|. Має місце наступний результат 
(див. [6, с. 131, 189|):

Теорема 1 .  Простір компактних п і д м н о ж и н  повного метричного простору з метрикою 
гаусдорфа повний.

Теорема 2. Якщо X  — нульвимірний компакт, то (exp X, ту) — нульвимірний компакт.

Послідовність {А і І і Є Ν} елементів простору exp X  збігається до елемента А Є 
exp X , ЯКЩО ДЛЯ КОЖНОГО с > 0 Існує номер АГо Є N такий, що всі елементи послідовності 
починаючи з номера Ν0 містяться в ε-околі елемента А. Має місце наступний результат 
(|6, с.95|):

Теорема 3. Нехай X  — регулярний простір, { Κη \ η Є N} С ехрАГ ї [Fn \ η Є N} С 
exp X  такі, що K n С Fn для кожного η Є N. Якщо послідовність І\п — > K  і Fn — )· F 
в топології Вієторіса, то K  С F.

Відомо, що відкритість відображення / :  X  —> Z  еквівалентна неперервності відобра
ження / _1: Z  ехрА'. Образом простору Z  при відображенні F  =  / -1 : Z —> exp X  є 
непорожня, замкнена підмножина F(Z)  в ехрАТ, тобто елемент простору ехр(ехрX)  =  
ехр2 АГ. Маємо

F(Z)  =  { / - ' ( ; )  I z e Z }  =  { / - ’ ( / (* ))  І * є  X] .

Нехай f i : X  —ї Zi, і =  1,2, — неперервні сюр’єктивні відкриті відображення компа
ктних гаусдорфових просторів. Кажемо, що j\ еквівалентне / 2 (позначається j\ ~  / 2), 
якщо існує гомеоморфізм h: Ζι Zo такий, що h о f\ =  f 2. Очевидно, що ~  — відно
шення еквівалентності на класі всіх неперервних сюр’єктивних відкритих відображень. 
Клас відношення ~ , що містить відображення / ,  позначаємо ( / )  і назвемо фактороб’є- 
ктом простору X.

Базисним околом елемента ( / ) ,  в топології Вієторіса, є множина

0 ( f )  =  ((Uu ,Ul2, . . . , U lni) , (U2l , U22, ■ ■ ■ , U2n2) , . . . ,  (Ukl,Uk2, . . . , U knk)),

де Ujj — відкриті иідмножинн простору X  такі, що виконуються умови:
1) для кожного z Є Z існує і , і Є { 1 . 2 , -----k } ,  такий, що / - 1 (~) Є (Un, Ui2, ----- Uvni),

η,
тобто f ~ 1(z) C (J Ujj і для кожного j  Є {1, 2 , . . .  η*} маємо f ~ l (z) П Utj φ 0:

ι = 1



2) для кожного і Є { 1 ,2 , . . . .  А:} знайдеться елемент с Є Ζ  такий, що /  1(~) Є

<Uі 1) Ui2 ,  . . . ,

Одержаний топологічний простір відкритих фактороб’єктів простору X  позначає
мо Ф(А'). Задамо збіжність у просторі Ф (Х). Нехай задано послідовність відображень 
f i : X  —> Z,, де і Є N, і / :  X  —» Т. Послідовність елементів топологічного про
стору Ф(А) збігається до елемента ( / )  Є Ф (Х), якщо для кожного ε > 0 існує номер 
N Є N такий, що для всіх і ^ N  має місце нерівність < * я я (Ш ,(/»  ^ ε · Тобто, для 
кожного ;  Є Ζ; існує елемент t Є Т такий, що

d tf( /r 1(~)>.T1(i )) ^ t,

і навпаки для кожного t Є Г  існує елемент с Є Z, такий, що

Далі використовуватимемо цей опис збіжності при доведенні властивостей і тверджень.
Розбиттям простору X  називається сім’я А  диз'юнктних підмножин простору X , 

об’єднання яких є весь простір X.
Проекцією або фактор-відображенням множини X  на розбиття А  є функція / ,  зна

ченням якої в точці х є єдиний елемент множини А, який містить точку X.
Множина X  називається щільною, якщо вона не містить ізольованих точок. Замкне

ну щільну множину називають досконалою.
Множина М  називається граничною, якщо її доповнення є всюди щільною гіідмно- 

жиною простору X , тобто X  \ Μ  =  X.
Множина топологічного простору X  називається Gs-множиною, якщо вона є пере

тином зліченної кількості відкритих множин простору X .
Множина топологічного простору X  називається Fa-множиною, якіцо вона є об’єд

нанням зліченної кількості замкнених підмножин простору X .
Доповненням до множини типу Fa є множини типу Gs, і навпаки.
Добре відома теорема Мазуркевича (див. [5, с. 453]):

Теорема 4. Кожна G,5 множина щільна і гранична в повному сепарабєльному нульви- 
міриому просторі гомеоморфна просторові ірраціональних чисел.

2 П ростір  в ід к ри ти х  ф а к т о р о в ід о б р а ж е н ь  п р о с т о р у  S

Нехай X  =  S =  {0 } U { }  І і Є N} — збіжна послідовність. Простір S є метричним, 
иульвимірним і комгіакним. Тоді гіперпростір другого порядку exp2(S') теж є метри
чним, нульвимірним і компакним, як наслідок з теорем 1 і 2.

Розглянемо простір 'if(S). Згідно побудови Ф(5') С ехр2(5), отже, простір Ф(£) нуль- 
вимірний.

Нехай f n: S -> f n{S), де f n(S) =  {у\,у2, ■ ■ ■ Уп} -  дискретний простір, для всіх η Є N. 
Визначимо відображення / „  формулою:

{у,, якщо X· Є Μη =  І г ^  п}:
Т ( ОС ) х

І 0, якщо x Є S \ Мп.

Нехай / :  S —> f{S) ,  де f (S)  =  {so,Si,S2, · · · } — збіжна послідовність з граничною 
точкою s0- Відображення /  задаємо наступним чином:

f ix )  =
Si, якщо х Є М  =  { -̂|г Є N}; 
5‘0 , ЯКЩО X Є S \ М.

Тоді / п : S —» f n{S) — відкрите, сюр’єктивне неперервне відображення, для кожного 
η Є Ν. Кожне відображення / п, де η Є Ν, визначає деякий фактороб’єкт простору
S. Розглянемо відповідну послідовність (/„.) елементів простору Ф(5). Доведемо, що 
границею послідовності { ( f n)}n=n ГІРИ п оо, в просторі ехр2(5) є клас ( /) ,  визначений 
відображенням / :  S —> ,f{S).

Розглянемо відстань

( /) )  =  d „ a f ~ ' ( U x ) )  I x € S }. { /-■ ( /( . ,■)) I x є  S}),

Можливі такі випадки:
1) ЯК Щ О  X =  то

( / " 1 ( л  ( а Ь ) )  ’ г ‘ (·f  ( й т т ) ) )  =  M S \ U , . S \ U )

2) якщо х =  ψ, то

1 1

· ' - ■ ( ' f t ) ) )

Таким чином с?яя((/п)> ( / ) )  ^ 4г Отже, послідовність {(/n}}£L i збігається до еле
мента ( / ) .

З іншого боку

</„> = І І Л Ш )  І . €  S } = { { 1 } ....... ...................................

Очевидно ПОСЛІДОВНІСТЬ збігається до

і , . .11 ґ... /  1 І< —  η
- ^ = U^|neN; / u{i0}}ur 4 sii”eN

Для КОЖНОГО η Є N ЗГІДНО вибору елементів (fi) виконується {()} Є/5 \ { і , . . . . 2̂ } ,  
отже, в границі {0 } Є { S  \ { — j η Є Ν }}  , тобто F  не є елементом множини Φ(θ'). Це 
показує некомпактність множини Ф (S ).

Приймемо Фі =  { ( f )  є  Ф(5) І |/(5)І < оо} і Ф2 =  { ( / )  Є Ф(S) \ |/(5)| =  оо}. Тоді 
Ф (S) =  Ф1(5 )и Ф 2(5).



Л ема 2.1. Нехай ( / )  Є Ф(5'). Тоді еквівалентними є такі умови:
1) ( / )  є  Ф2( Я оо
2) існує таке розбиття S \ { 0} =  (J А*, де | А,-| < оо. що

і = 1

{ / “ “№ ) )  І Є S }  =  < />  =  { { 0 } }  и  { А ,  І і Є N } .

Доведення. 1) Нехай { / )  Є Ф^.!?), тоді { f ~ 1( f (x ) )  | ж Є S'} є нескінченною, диз'юнктною 
сім’єю підмножин в S. Покажемо, що / _ 1( / ( 0)) =  {0}. Справді, /(0 )  — не ізольована
точка. Якщо би /( s )  =  /(0 )  для деякого s ф 0, то f ( { s } )  =  { / ( ( ) ) }  не була би відкритою
множиною, що суперечить відкритості відображення / .

Далі приймемо {А,- | і Є М} =  { / _1(/(·4)) і -s Є- ^ \ {*)}}·
2) Нехай S — {()} U Лі, де 1 ^ |А, | < х) і А, П Aj =  0 при і ф j.
Розглянемо множину У = { у }  U {уі \ і Є М} і означимо відображення / :  S — » V' 

формулою
І Уі, якщо х Є Ай

Нх)  =  < якщо х  =  0.

Наділимо Y  фактортопологією, породженою відображенням / .  Тоді, очевидно, Y 
гомеоморфний збіжній послідовності.

Покажемо, що відображення /  відкрите. Покладемо О — відкрита підмножина про
стору S. Тоді:

1) Якщо 0 Є S \ О, то /(О )  С Y  \ { у }  — відкрита множина;
2) Якідо 0 Є О, тоді S \ О -  скінченна множина і

Д О ) =  {у }  U {Уі І А і П О ф 0 }  =  Υ \ {Уі І А і п О  — 0 }

-  відкрите, як доповнення до скінченної множини. □

Твердж ення 2.1. Підмножина ФL всюди щільна в просторі Ф(5).

Доведення. Нехай ( / )  Є  Ф2, за лемою 1 / :  S  —¥ X  —  неперервне відкрите відображення 
послідовності S на компактний гауедорфовий простір X , де |Х| =  оо. Тоді

{ Г 1( х ) | х б Х }  =  5 - { 0 } и у 4
1=1

де Ап — замкнені підмножини в S, для кожного η Є Ν. Оскільки S — збіжна послі
довність, то при достатньо великих значеннях індекса η Є N маємо diam(An) —)· 0 і 
о?н(Ап, Ап+і) —у 0. Нехай

Os(if) )  =  { { 9) е Ф(Х) І dHH((f) ,  (g)) < ε де ε > U}.

Покладемо Xk =  {0 ,1 ,2 , . . . ,  k}  — дискретний простір. Означимо послідовність відобра
жень gk: S —> Хк наступним чином

г, якщо х Є Aj де 1 <  / -ζ к\ 

д к [ х ) = ^ 0 _ якщо х Є S \ ( Ш Д ) )  ·

Знайдеться номер к0 Є N такий, що diam(Afco) < diam(f/A.o' (0)) < ε.
Нехай х Є S \ {()}. Знайдеться Аг С S така, що х  Є А{. Якщо і < к, де к > к0, тоді 

f ~ l ( f (x ) )  =  9k1 (І) =  а і, отже> dH U ~ \ f {x ) ) ,9 k l (9k{x))) =  0. Якщо і > к0, то має місце 
Ак„ С д£(0) ,  отже, dH( f - x( f ( x ) ) , g~l (Q)) < d ia rn ^ O ) < ε.

Таким чином, для кожного ε > 0 знайдеться номер /г0 Є N такий, що справджується 
нерівність dH( f ~ 1(f (x) ) ,  д ^ і 0)) < ε, тобто, всі елементи послідовності { ( ^ Ш і  £ Фі 
починаючи з номера к0 Є N містяться в ε-околі елемента ( / )  Є Ф2. Отже, множина Фі 
всюди щільна в просторі Ф(5'). □

Твердж ення 2 .2. Підмножина Ф2 є досконалою підмножиною простору Ф(S).

Доведення. Нехай ( /)  Є Ф2, за лемою 1 / :  S —> X  — неперервне відкрите відображення 
послідовності S на компактний гауедорфовий простір X, де \Х\ =  оо. Тоді

СЮ

{/ - ' ( х )  \ х Є X }  =  S  =  {0 }и\_\Аг,
( =  1

де Ап — замкнені підмножини в S , для кожного η Є Ν.
Розглянемо послідовність {(<7j) I (gj) Є Ф2(5),^ Є N}. Визначимо відображення 

У ] : S —> Yj наступним чином

Уі, якщо s Є Аі, де і <  j ;  

yj , якщо s Є Aj U Aj+ι;
IJk, якщо s Є Ak+i, де k < j  +  1; 

k0, якщо s =  0.

Розглянемо відстань

dHH({gj), { / ) )  =  dH({g-\yi)  І уг Є Yj}, { f~ \ x ) | x  Є X } )  =

=  min{ d H ( A J, A j  U Aj+i), d H ( A j + l , A j  U Aj+1)} sC diam(Aj U A j + l ).

Отже, для кожного ε > 0 знайдеться номер Ν0 Є N такий, що diam (А,) < s/3 і 
d H ( A j ,  A j + i )  < ε /З, для всіх j  > N0. Тоді

(інн({9п), ( / ) )  <  diam(Aj U Aj+1) < ε для всіх j  > jV0,

тобто, послідовність { ( g j ) } ^ ,  де (gj) Є Ф2(5'), збігається до елемента ( / )  Є Ф2, що 
доводить досконалість множини Ф2(-5і). □

9j{s) =  <

З Топологічний ТИП ПРОСТОРУ Ф(Х)

Нехай X  — метричний компакт. Позначимо через Ю> множину диз’юнктних сімей 
замкнених підмножин простору X,  що покривають весь X , тоді

D =  { А  Є exp2 X  \ X  =  [J  А }.
ЛеЛ



Лема 3.1. Множина Ю) є множиною типу G$ в ехр2(А ).

Доведення. Нехай j  Є N. Приймемо С =  {А  Є exp2 X  \ UА  — X }  — множина сімей 
замкнених підмножин простору X , які покривають весь X  і

Fj =  |.А Є exp2 X  І існують А, В Є Л такі, що А П В ф 0  і сіц{А, В) ^  .

ОО

Тоді D =  С \ U Fj. Оскільки відображення об’єднання (J: exp2 X  — у ехрА  негіе-
І=1

рервне (див. [2]), одержуємо, що множина С замкнена в exp2 X.
Покажемо, що кожна множина Fj, j  Є N, замкнена в exp2 X. Справді, розглянемо 

послідовність { Λ } ~ ι  елементів множини Fj, яка збігається до деякого елемента А. 
переконаємося, що А  Є Fj. Отже, А г Є Fj, для кожного і Є N. Тоді, для всіх і Є N, 
існують А і, В і Є А і такі, що Л, П В, ф 0  і dH(Ai, В і) ^ j . Із збіжності послідовності 
{ Л } “ ] Д° А  випливає існування елементів А, В Є А  таких, що послідовності {Л ?} ^ 1 і 
{ В і}^ j  збігються до елементів А і В.

Нехай послідовності {Л ; } ^ 1 і { В, } ^ 1 збігаються до елементів Л і В. відповідно. Тоді 
дн(Аі, А) — у 0 і (Ін ІВі, В) — у 0 при і — У оо. Оскільки

-  < сін(Аі, В і) ^ <1н (Аг, А) +  <ін(А, В) +  <ін(В, Д ),
З

то при і — У оо отримаємо j  ^ б?я(Л, В).
Отже. А  Є F j, що доводить замкненість множини F j, j  Є N в просторі exp2 X.  Тоді 

множина D є доповненням до множини типу Fa, а, отже, є С^-множиною. □

Метричний простір X  називається ніде не локально компактним, якщо для кожного 
х  Є X  існує г >  0 таке, що для всіх s < г множина Оя(х) не є компактною.

Твердж ення 3.1. Простір Ф2(А ) ніде не локально компактніш.

Доведення. Нехай ε > 0 і ( / )  Є Ф2(А ). Покажемо, що множина Oe((f ) )  пекомпактна. 
Розглянемо елемент ( / )  Є Ф2(Х ), тоді

(X)
{ f - ' U ' m  \ Ї  £ X }  =  ( f )  =  a 0 u \ J a ,.

і=1

Відповідне відображення / :  X  — у f ( X )  задається формулою f ( x )  — αχ, якщо х Є Аг 
при і =  0, 1, 2 . . .  Оскільки X  — метричний компакт, то с1іат(Лп ) —У 0 і с?н(Лп,Лп+і) —у 
0, при достатньо великих значеннях η Є Ν.

Розглянемо замикання ε-околу елемента ( /)

О Щ )  =  {(у)  Є Ф2(А”) і й н н Ш  Ш  < є}·

Для вибраного ε > 0 існує номер п0 Є N такий, що сІіагп(Лп) < ε і dH(An, Лп+1) < ε для 
всіх її > η Q.

Розглянемо послідовність елементів (fi), простору Ф2(А) ,  де і Є N і відображення 
f i : X  — у /і (А )  визначається формулою

{
 ijj, якщо х Є Лj при j  Є {N U {0 } }  \ {?г0, Щ +  1, щ  +  1 +  і, щ  +  2 +  г}; 
уП0, якщо x  Є Л„0 U Л„0+і+і; 
yno+1, ЯКЩО X Є Ano+1 U ЛП0+2+г·

Таким чином, /Д А ) =  {уг \ і Є ({0}  UN)  \ {п0 +  1 +  і, щ  +  2 +  г}}. Простір /г (А ), 
очевидно, гомеоморфний збіжній ПОСЛІДОВНОСТІ З неізольованою ТОЧКОЮ Уо- Тоді (fi) Є 
0 ; { ( f ) )  для всіх і Є N. Справді, розглянемо відстань

4 я (( /і )>  { / ) )  =  dll({fi l (fi(x )) I x є  X } i { f  l (./(x')) I x e A } )  ^ 
sjj dn(Ano LI ЛПо+і_)_(, Л„0+і U ЛЯ(]|2+і) ^  max{<ія(ЛПо, Л„0+і), сія(ЛГІ0+і+г, ЛПо+2+(;)} <с ε.

Послідовність { ( /г ) } ^ !  в просторі exp2 А  збігається до елемнта

( / )  =  {0 } U {Аі  І і Є N \ {п0 +  1 +  г, щ  +  2 +  г }} U { Л„0 U {0 }, Αηα+χ U {0 }}.

Оскільки ця сім’я не дизюнктна, то вона не налелсить Ф(А).  Отже, в ε-околі елемента 
( /)  Є Ф2(А ) існує послідовність { ( / г)Ші ,  границя якої не належить замиканню Οε(( / )) .  
Отже, простір Ф2 (А') ніде не локально компактний.

За характеризаційною теоремою 3 для множини ірраціональних чисел одержуємо, 
що Ф2 (5) =  R \ Q. □

4 В исн овки

Відкритою залишається проблема опису топології простору Ф(А) для інших ме- 
тризовпих нульвимірних просторів. Сформулюємо гіпотезу: для досконалої канторової 
множини С  простір Ф(С) гомеоморфний просторові ірраціональних чисел. Природною є 
також задача про перенесення одержаних результатів на неметризовний випадок, зокре
ма, на випадок, коли А  є суперпослідовністю ваги т (одноточковою компактифікацією 
дискретного простору потужності т).
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We consider the space of the classes of equivalences of continuous open maps defined on a 
convergent sequence induced by the Hausdorff metric. We show that Ф(5) is a perfect zero- 
dimensional noncompact metric space which can be decomposed into the union of two sets, one 
of which is dense and the other is homeomorphic to the set of irrational numbers.
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ности / /  Карпатские математические публикации. — 2012. — Т.4, №1. — С. 58- 66.

Рассматривается пространство классов зквивалентности открьітьіх отображений по- 
следовательности в топологии, индуцированной метрикой Хаусдорфа. Пространство от- 
крьітьіх факторотображений последовательности можно рассматривать как обьединение 
двух подмножеств, одно из которьіх всюду плотно в пространстве огкрьітьіх факторотоб
ражений. а второе гомеоморфное множеству иррациональньїх чисел.

УДК 517.982

К р а с і к о в а  і.В .1, П о п о в  М .М .2

ЗАМІТКА ПРО ОПЕРАТОРИ З ФУНКЦІОНАЛЬНИХ ПРОСТОРІВ 
КЕТЕ У ПРОСТІР С0(Г)

Красікова I.B., Попов М.М. Замітка про оператори з функціональних просторів Кете у 
простір С(і(Г) / /  Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №1. -  С. 67-71.

Метою замітки є узагальнення відомого результату про вузькість будь-якого оператора
з простору Е  =  Lp в со при 1 <  р <  оо на випадок загальнішого класу просторів Кете Е.

В с т у п

Поняття вузького оператора, як узагальнення компактного оператора, введено в ро
боті [7] у 1990 р. В цій же роботі проведено перше систематичне дослідження вузьких 
операторів. Проте, окремі результати про вузькі оператори були відомі раніше. Напри
клад, як допоміжний результат, у статті Дж. Бургейна і X. Розенталя [1| отримано, 
що кожний оператор з L\ в Со вузький. В статті В. Кадецем і М. Поповим [2] дове
дено, що кожний оператор з простору Lp в cq є  вузьким при довільному р Є [1,+ос). 
У роботі [4| автори встановили, що кожний норядково-нормовано неперервний опера
тор T : L 00( / / )  —> г 'о (Г ) вузький. Із сучасним станом теорії вузьких операторів можна 
ознайомитися у недавньому огляді [8].

1 В у з ь к і с т ь  о п е р а т о р і в  з  п р о с т о р і в  К е т е  у  п р о с т і р  с0(Г)

Наведемо необхідну інформацію. F -простором називається повний метричний ліній
ний простір з інваріантною відносно зсуву метрикою (детальніше про F -простори див. 
у [9]). Множину всіх лінійних неперервних операторів T : X  —> Y  між F -просторами 
X. Y  позначатимемо через С(Х, Y).  Термінологія та загальновідомі факти про банахові 
простори запозичені з двотомника [5, G). Так, якщо X  — банахів простір, то через Βχ  
ми позначаємо одиничну кулю простору X.

2010 Mathematics Subject Classification: 46В20, 46Е30.
Ключові слова і фрази: простір Кете. вузький оператор, корозмірність підпростору, слабко компактна 
множина, крайова точка множини.

(с) Красікова І.В.. Попов М.М., 2012



Означення 1.1. Нехай (Ω, Σ, μ) — простір зі скінченною безатомною додатною мірою. 
Позначимо через Σ0(μ) лінійний простір всіх класів еквівалентності вимірних функцій 
х : Ω —> К (де К Є {К ,С},). F -простір (банахів простір) Е  С Ζ,0(μ) називається F- 
простором Кете (банаховим простором Кете), якщо виконуються такі умови:

(і) для довільних x Є Ζ/ο(μ) та у Є Е з умови |χ(ω)| < \y{u})\ для майже всіх ω Є Ω 
випливає, що х Є Е і ||а;|| <  ||у||;

(η) 1Ω Є Е.

Тут і надалі Ід — характеристична функція множини А Є Σ.

Означення 1.2. Нехай Е — F-простір Кете на (Ω ,Σ ,μ ) і А" — довільний F -простір. 
Оператор Т Є С(А , У') називається вузьким, якщо для довільних А Є Σ та ε > 0 існує 
така функція х  Є L{)(μ), що

х 2 — Ід, / χάμ — 0 та ||Тх|| < ε.
Jn

Основний результат цієї замітки —- наступна теорема.

Теорема 1. Нехай (Ω, Σ, μ) — простір зі скінченною безатомною додатною мірою, Е 
дійсний F -простір Кете на (Ω, Σ, μ), для якого існує рефлексивний банахів простір Кете 
Е\ на (Ω, Σ ,μ ) з неперервним вкладенням Εχ  С  Ε ,  Г — довільна множина. Тоді кожний 
оператор Т  Є С(Е,с0(Г )) є вузьким.

Для доведення теореми потрібні допоміжні елементарні факти (ці факти використо
вувалися в [4]). Оскільки доведення займають мало місця, ми наведемо їх для повноти.

Нагадаємо, що корозмірністю підпростору Υ  лінійного простору А  називається роз
мірність (тобто потужність базису Гамеля) фактор-иростору А /У . Записують це так: 
codim Y  =  dim А /  Y.

Л ема 1.1. Нехай S : X  —> Y — лінійний оператор, що діє між лінійними просторами. 
Якщо лінійний підпростір >о '■Ξ Y  має скінченну корозмірність у  Y, тоді А 0 =  Τ -Ύ ο  
має скінченну корозмірність у  просторі X .

Доведення. Нехай m — dim Y/Yq та х х, х2, ..., x m+i ~  довільні елементи простору А . 
Згідно з означенням числа г п . існують такі скаляри α χ ,  а 2 , а гп+ ь  які не всі одночасно 
дорівнюють нулю, 1ЦО Оі\ТХ\ +  η 2Τ χ ·2 +  ... +  Qm+xTxm+i Є Уо· Але оскільки

θί\χ і +  а 2Х2 +  ... +  o m+\ X m-\-i Є  А о ,

за рахунок довільності вибору х\, х 2, .... х„,+\ Є А п, ми отримаємо, що dim А /А 0 < гп, 
тобто підпростір А'о має скінченну корозмірність у просторі А . □

Лема 1.2. Нехай X  — лінійний простір, a Y. Z — його підпростори. Якщо 
dim Y > codim Ζ, τ οΥ(~)Ζ ψ {()}.

Доведення. Нехай т : А  —> Χ/Ζ — фактор-відображення, а τ\γ : Y  —> Χ/Ζ  — його 
звуження на підпростір Υ . Оскільки dim Y  > dim A / Z,  то існує такий у Є У'\{0}, для 
якого ту =  0. Це в свою чергу означає, що у Є Y  Р) Z\{0}. □

Доведення теореми 1. Очевидно, достатньо довести, що для будь-якого ε > 0 існує 
такий елемент х  Є Е, що

х άμ =  0 та ЦТжЦ < ε.
п

Зафіксуємо довільне ε > 0 та розглянемо множину

К  =  j  ж Є Β [ ^ {μ) : J  xd\ =  0, \\Тх\\ < є

Зазначимо, що К  — непорожня опукла обмежена замкнена підмножина простору Е. 
З означення простору Кете випливає, що множина К  обмежена також в Е\. а за рахунок 
неперервності вкладення Εχ С Е  отримуємо, що К  замкнена в Εχ. Отже, за теоремою 
Банаха-Алаоглу, множина К  є опуклою слабко компактною підмножиною простору Εχ. 
За теоремою Крейпа-Мільмана, існує принаймні одна крайня точка х 0 Є К.  Доведемо, 
що саме ця функція х0 р такою, існування якої стверджується в теоремі. Для цього 
достатньо показати, що |жо(̂ )| =  1 майже скрізь на Ω.

Припустимо, що це не так, тобто існує таке число δ > 0 і така множина А Є Σ, 
μ(-4) >  0, що |хо(̂ )| <  1 — <5 для всіх t Є А. Нехай Г х 0 =  Σ  o7e7 ' Де (^ К єг  ~  числова

7ЄГ
напрямленість, для якої 1іта7 =  0, a (е7)7бГ — стандартний базис у просторі с0(Г)

7ЄГ
з біортогональними функціоналами (е*)7єг· Виберемо скінченну ПІДМНОЖИІіу Г() С Г, 
таку, що |α7| < ε/2  для кожного 7 Є Г\Г0. За лемою 1.1, підпростір Т _1([е7]7ЄГ\Го) має 
скінченну корозмірність у просторі Е. Оскільки перетин двох підиросторів скінченної 
корозмірності є иідпростором скінченної корозмірності, отримаємо, що підпростір

А  =  Т ” 1 ([е7]7Єг\Го) П j Ж є  Е  : J  χάμ =  0

має скінченну корозмірність у просторі Е. З леми 2.1 випливає, що І 00(Л)Р) А  ф {()}. 
Виберемо довільний елемент х  Є L^o(A) П А , х ф 0, для якого ||ж||оо < 5 та ||Тх|| < ε/2.

З того, що х Є X  та х0 Є К  випливає, що / (;г0 ±  х) ά\ =  0. Із припущення |χο(ί)| < 1 — ό
Jq

для всіх t Є .4, х Є L00(A) та ||я:||оо < δ, випливає, що (х0 ±  х) Є BLoô y  Зауважимо, що 
якщо 7 Є Го, то



а якщо 7  Є Г \ Г0, то

|е*(Гж0 ±ж)| < К І +  |е*(Тх)| < -  +   ̂ =  ε.

Таким чином, справджується нерівність ||F(:i’o ±  ж)|| < ε, а, отже, (хо ±  х) Є К.  
Це суперечить тому, що точка хо є крайньою для множини К . Отримана суперечність 
завершує доведення теореми. □

Далі ми наведемо наслідок теореми 1 для класу нелокально опуклих просторів Кете. 
Кажуть, що F -простір Кете Е  на безатомному скінченному просторі з мірою (Ω, Σ,μ) 
мас властивість (q), якщо

lini
μ(.4)->ϋΙ μ(Α)

=  ().

Наприклад, класичні F -гіростори £,ρ(μ) при 0 < р < 1 мають цю властивість (в цьому 
легко переконатися безпосередньо). Відомо, що якщо простір Кете Е має властивість 
(q), то Е* — {0 } [9, р. 194], а також, що єдиний вузький оператор з Е  у довільний 
F-простір X  --  це 0 [7]. Таким чином, отримуємо наступний наслідок.

Н аслідок. Нехай (Ω, Σ, μ) — простір зі скінченною безатомною додатною мірою, Е - 
дійсний F -простір Кете на (Ω,Σ,μ) з властивістю (q), для якого існує рефлексивний 
банахів простір Кете Ех на (Ω,Σ,μ)  з неперервним вкладенням Е\ С F, Г - довільна 
множина. Тоді £ (F ,c 0(Г)) =  {0}.

Зазначимо, що наслідок 1 не цікавий саме для просторів Ι;ρ(μ) при 0 < р <  1, 
оскільки, згідно з результатом Калтона [3], має місце сильніший результат: кожний 
пенульовий оператор з Τρ(μ) при 0 < р < 1 у довільний топологічний векторний простір 
є ізоморфним вкладенням при звуженні на деякий підпростір, ізоморфний (о·
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It is well known that every operator from E =  Lp, 1 <  p <  oo to c0 is narrow. We show 
that this result can be extended to a more general class of Kothe function spaces E.
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Целью данной статьи являетея обобщение известного результата о том, что каждьій 
оператор из ітространства E  =  Lp в Со при 1 <  р <  оо являетея узким, на случай более 
общего класса пространств Кете.
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УДК 517.95

Л о п у ш а н с ь к и й  А .О .1, Л о п у ш а н с ь к а  Г.ГІЛ П а с і ч н и к  О .В .2

ДВА ФОРМУЛЮВАННЯ УЗАГАЛЬНЕНОЇ ЗАДАЧІ КОШІ ДЛЯ 
ПІВЛІНІЙНОГО РІВНЯННЯ ДИФУЗІЇ З ДРОБОВОЮ ПОХІДНОЮ ЗА 

ЧАСОМ

Лопушанський А.О.. Лопушанська Г.П.. Пасічник 0.13. Два формулювання узагальненої 
задачі Коші для півлгнійного рівняння дифузії з дробовою похідною за часом /V Карпатські 
математичні публікації. — 2012. — Т.4. №1. — С. 72-82.

Запропоновано два еквівалентні формулювання задачі Коші для нівлінійного рівнян
ня дробового порядку а Є (0; 1) за часом з узагальненою функцією в початковій умові. 
Доведено теорему існування га єдиності, отримано зображення розв’язку такої задачі для 
лінійного однорідного рівняння з дробовою похідною за часом.

В с т у п

Задачі для рівнянь з дробовими похідними за часом (див., наприклад, [7], [16], [17]) 
зустрічаються при описі процесів, які протікають у пористих (фрактальних) середови
щах. У праці [7) встановлено умови існування класичного розв’язку задачі Коші для 
однорідного рівняння субдифузії. Актуальним є дослідження задач для рівнянь з дро
бовими похідними у просторах узагальнених функцій (наприклад, [4], [9]). Як і при 
дослідженні рівнянь з частинними похідними [3]-[6], [12], [8|, [10], важливо виділити 
умови існування регулярних в області розв’язків, що набувають узагальнених значень 
на межі. Звідси можливі різні трактування узагальненого розв'язку задачі Коші.

У роботі запропоновано два еквівалентні формулювання задачі Коші для гіівлінійно- 
го рівняння дифузії з узагальненою функцією в початковій умові. Одне з формулювань 
ґрунтується на формулі Ґріна, у другому формулюванні рівняння та початкова умо
ва розділені. Друге формулювання використовують для знаходження регулярних при 
t > 0 розв’язків. У випадку лінійних рівнянь з частинними похідними доведено, що 
регулярні в області розв’язки крайових задач із заданими на межі узагальненими фун
кціями належать до вагових просторів з вагами порядків степенів відстані від точки

2010 Mathematics Subject Classification: 35К55.
Ключові слова і фрази: півлінійне рівняння, узагальнена функція, ваговий функційний простір, згор
тка, похідна дробового порядку.

(с) Лопушанський А.О .. Лопушанська Г.П., Пасічник О.В., 2012

області до межі (степінь залежить від характеру сингулярностей узагальнених крайо
вих значень таких розв’язків). Тому у випадку півлінійних рівнянь природно шукати 
розв’язки з таких вагових просторів [8| [14].

1 О сновн і ПОЗНАЧЕННЯ, ОЗНАЧЕННЯ ТА ДОПОМІЖ НІ ТВЕРДЖ ЕННЯ

Нехай QT =  {(x, t )  : х  Є М, t Є (0, T]}; Li^oc(Q t) — простір функцій, інтегровних 
у кожній обмеженій області, що розміщена строго всередині Q t ; D(Qt)  := C™(Qt),  
D(Rn) :=  <70°°(Κ "),η =  1,2; D(QT) :=  C™’{0\Q T) =  {φ  Є C ? ( Q T) : D[tp \t=T =  0 ,1  =  
0. 1. 2. . . .  } — простір нескінченно диференційовних функцій з компактними носіями в 
QT. т < Г: D'(R). D' (Qt ) — простори лінійних неперервних функціоналів (узагаль
нених функцій) на просторах D(R), D(QT) відповідно ([2|, [15]); D'(QT) — сукупність 
узагальнених функцій /  із D'(К2) з носіями supp/ в QT із збіжністю: f m —> 0, гп +оо 
в D'(Qt),  якщо f m —> 0, τη -> +оо в D '(R 2) і supp/m С Q t  ([2, с. 27]); ( /, φ) — значення 
узагальненої функції /  Є D'(Rn) на основній функції φ Є D(Rn), п =  1,2.

Зауважимо, що узагальнені функції /  Є D ’ (QT) є лінійними неперервними функ
ціоналами на D(Qt) .  Також лінійний неперервний функціонал /  на D(Qt)  можна тра
ктувати як узагальнену функцію /  з D'(M2), визначивши (/,φ) =  ( / ,  fup) для кожної 
Ψ Є Ζ)(Ε2), де h Є D(R),  0 < h(t) <  1, h(t) =  1 при t Є [0,Т], h(t) =  0 при t ^ (—ε ,Τ  + ε), 
де є — довільне додатне число, оскільки ( / ,  ψ) =  ( /, φ) на кожній φ Є D(QT) та /  має 
носій в QT\ для кожної ψ Є £>(М2 \ Qt)  існує таке ε > 0, що Н(і,)ф(хД) =  0, (x,t.) Є Е2, 
а тоді ( / ,  ф) =  ( / ,  ЬФ) =  ( / ,  0) =  0, тобто /  =  0 в R2 \ Qt-  Очевидно, що функціонал /  
лінійний та неперервний на D(R2).

Через * позначаємо операцію згортки узагальненої функції з основною функцією 
([15], с. 111)

(9*<ρ)(χ) =  (9(ξ),φ(χ +  0 ) .  0 Є £>'(R), ^ Є О ( К ) .
Функціонал f * g  Є D'( Е), який діє за правилом (f * g , φ) =  ( /, g*<f), Μψ Є D(R),  нази

вається згорткою узагальнених функцій /  та g ([15], с. 111). Зауважимо, що f(x)*ip(x) =  
f { —x) * φ(χ) ([2], с. 80), а при існуванні f  * g правильна рівність ( /  * g)*ip =

Через х позначаємо прямий добуток узагальнених функцій f , g  Є D'(R) ([2, с. 54])
( / И  x φ(χ , t)) =  ( / ( ж)> t))), νφ  є  D (R 2).

Через D'+(R) позначають простір тих розподілів із D'(R), які дорівнюють нулю при 
t < 0 [2, ст. 87|. Використовуємо функцію f\ Є D'+(R), яку визначають [2, с. 87) так:

h i t )  =  при Λ > 0 та fx(t) =  f [ +x(t) при Λ < 0,

де θ(ί) — функція Хевісайда, Г(А)— гамма-функція. Правильні співвідношення 

/а * U  -  Ιχ+μ ([2, С. 87]), Λ * /μ =  / λ+μ ([1, С. 145|).

Оператор згортки ( /_ λ*) в алгебрі D'+(R) при А > 0 називають оператором дро
бового диференціювання Рімана-Ліувілля, а оператор ( /_ д*) — оператором дробового 
диференціювання Вейля ([1, с. 133|).



Нехай а Є (0; 1). Для υ Є D(QT) визначено

f - a(t)*v(x,t) =  f [ _a(t)*v{x,t)  =  - f i -a( t )*Vt(x,t)
т т

-  1 Г Еа^ПІИгі -  1 9 I' ν(χ'η) (In (χ  f)  e O r
-  ~ Γ ( 1 - ω )  j  ( r / - i )Q η ~  Γ(1—a) dt J (η- t ) "  (U>' Vх ’ Ч  Ч Г -

t t

У [16] введено регуляризовану похідну D f  v функції ν порядку а Є (0; 1) 

D?v(x, t )  =  щ Ь ) І  / ^ г ^ - / і - а ( ф ( х , ° ) ,  (ж ,*) Є Q T . 

Зауважимо, що за умови існування неперервної vt(x,t), {x,t) Є Qt,  маємо 

R b t e * ·  =  n b S / ί ^ * ·  -  / . - » ( ‘ W r.0 ), <*.t) Є От 11, C. 1351
0 І)

Нехай со Є (0,Г ], = є  [0, S o) ,  д ГіЄ =  {(./:,*) Є QT : ε <  t <  Т }. Позначаємо через 
C2'a(QT) клас функцій υ(χ,ί), (:г,£) Є неперервних, обмежених, двічі неперервно 
диференційовних за змінною х в QT, рівних нулю при t > Т, для яких при кожному 

є  (0. со) існують неперервні в Q T)e функціїс

( / _ a (i) * v ( x , t ) Y  =  І  0 ^ d T  -  -  ε )ϋ (χ ,ε).
ε

Для υ Є D'(Qt ) визначено

f - a { t ) * v ( x , t )  =  f [ - a{t)*v{x,t) =  f i - a{t)*Vt(x,t) =  ( f ^ a{t)*v{x,t))t.

Введемо оператори

La : (Lav)(x,t)  =  f - a(t)*v(x,t) -  vxx(x,t),  v Є D( QT),

La : (Lav)(x,t) =  f - Q(t) * v(x,t)  -  vxx(x,t),  (x,t)  Є QT, υ Є D'{QT),

ц>!і ; (Lr̂ °v)(x, t) =  Dfv(x,  t) -  <;xx(.r, ί), (ж, i) Є QT, Є C 2’Q(QT) П C(QT),

Un : (L%v)(x, i) =  ( / - « ( t )  * г»(ж, t))e -  wIX(.t\ t), (ж, t) Є Qr ,e, v Є C 2'n(QT).

Для υ Є С 2’а((?т )П С (0г) визначено { f - a{t )*v{x, t ) )°  =  Dfv(x , t ) ,  а, отже, для таких 
t; маємо =  Ι/"·9ν.

Нехай p(t) — нескінченно диференційовна невід’ємна на [0; Т) функція, додатна на
(0;Τ’], яка має порядок ύ  при t - »  0 ( lim Ф-  =  const) та pi(t) <  1 при t Є [0;Т].

t—>0+ *
Вводимо ваговий функційний простір

Mfc(Qr) =  {и Є LUoc(QT) : IMU =  f  pk(t)\u(x, t)\dxdt < + oo }, k Є N|J{0}.
Qr

Зауважимо, що M0(QT) =  L\{Qt)· Використовуємо функційний простір X k(QT) =  
Є D(QT) ■ P~k( L ^ )  Є C (Q r)}· Вважаємо, що φι - > ( ) , / - >  оо у XkiQr),  якщо 

ψι —> 0 та g~kLa(pi —>· U, I -> оо рівномірно в Qr· 3 леми 1 у [13] випливає, що Хк(0т) 
иепорожний.

Лема 1.1. Для функцій u Є C,2’" (Q t) П ^(0т)>  Є D{Qt ) правильна формула Ґріпа

J(L™9u){x, t )v(x, t )dxdt= j u(x, t) {Lav)(x,t)dxdt -  j  f i - a(t)u(x,Q)v(x,t)dxdt.  (1) 

QT Qt Qt

Доведення. Враховуючи, що L°au =  Щ ГІи: для u Є C 2'n(Qt ) f ] C ( Q r ), цю формулу одер
жуємо із формули (4) в [13] при ε =  0. □

Зауваження 1.1. Для довільних u Є C2,a(Qr)  П C(Qt ), ν Є D(Qt ) маємо

f  f i - a(t)u(x,0)v(x,t)dxdt =  (u(x,0) X / i_ Q(i), v(x, t)) =  (u (x ,0 ),(f1-a(t),v(x,t))).
Q t

Оскільки
T

( f l - a ( t ) , v ( x , t ) )  =  f  f i _ Q( r ) v ( x , T ) d T  =  ( f i - a (T) ,  v ( x , T  +  t ) )  |f=0 =  [ f l - a ( t ) * v ( x , t ) ] \ t=0,
0

то матимемо
f  f i - a(t)u(x,U)v(x.t)dxdt =  f  ii\xA))[fx̂ n(t)iv{.rJ,)]\,=ndx.

QT

а при щ  Є D'(lR) та v Є D(Qr)

( Щ ( х )  X f l - a ( t ) , v ( x , t ) )  =  (U0( x ) ,  [ f l - a ( t ) * v { x , t ) } \ t=0). (2)

2 Ф о рм ул ю в ан н я  задачі  К оші

Означення 2.1. Кажуть, що узагальнена функція f  Є D '(R) має порядок сингу-
SQ

лярності s ( f )  < s 0 ([15, c. 46]), якщо (/,φ) =  ζ  ψ^(χ) Ι ί(χ)άχ, Υφ Є D(R), де
-О О

і=0

f i  є  L  Uoc:(®0, і — 0 ,  So.

П рипущ ення (S): u0 Є D'(E), s(u0) < s, k >  | — 1, функція g(x, t .z)  ((x,t) Є 
Q t , : Е Й )  неперервна.

За припущення (S) розглянемо задачу Коші (задачу К)

(L au ) ( x , t ) =  g ( x , t , u ( x , t ) ) ,  ( x , t )  Є QT,

и(ж, 0 ) =  щ { х ) ,  χ  Є IR.

Ф ормулювання 1 задачі К . знайти таку функцію u Є M ^ Q t ), ЩО задовольняє 
тотожність

u ( x , t ) ( L a ii ' ) (x, t )dxdt  =  /  g( x , t , u( x . t ) ) %' ( x , t ) dx dt - \ -  (3)

Qt Qt

+  (u0(x) X f i - . a ( t ) , 4 > ( x , t ) )  V 0  Є XkiQr)· 

Зрозуміло, що для розв’язку u задачі виконується умова

j g(x,t,u(x,t))ijj(x,t)dxdt < +оо Ϋψ Є XkiQr)·  (4)

Qt

Ф ормулювання 2 задачі К .  знайти функцію u Є Mk{Qr) f ] C 2'a(QT), що є гра
ницею (в Mk(Qr)) послідовності розв'язків иє Є C2'a(Qr) задач

(.Leau)(x , t) =  g(x, t. u(x, t)), (x, t) Є QT<e, (5)



+ '30

lim /  и£(х, ε)φ(χ)άχ =  (щ, φ), Μφ Є D(R).  (6)
- ^ υ „

— ОО

Зауваження 2.1. З доведення теореми 1 із [13] випливає можливість виконання умови
(6) із деякою щ  Є D'(R), порядку сингулярності s ( u q ) < 2k +  2, якщо для границі (в 
Mk(QT)) ПОСЛІДОВНОСТІ IIs Є C2'a(QT) розв'язків рівнянь (5) виконується умова

І g(x, t, u£(x, t))4>(x, t)dxdt —> g(x, t, u.(x, ί))φ(χ, t)dxdt, ε —> О, Щ  Є Хк(От)· (7)
Qr.e Q t

Я с н о , ід о  g(-,ii,{·)) t  ( ' { Qt  х Ε) при a Є C'2,'v(Qt)·

З Порівн ян н я  ф о р м ул ю в ан ь  за д ач і К оші

Теорема 1. Розв'язок u Є M^(Qt ) П ^  задачі К у  формулюванні 1 є розв'язком
цієї задачі у  формулюванні 2. Розв'язок u Є M ^Q t ) П ^ 2,α(ζΜ  задачі К у  формулю
ванні 2, для якого виконується умова (4), є розв'язком її  у  формулюванні 1.

Доведення. Нехай функція u Є Aik(Qr) Cl (~l2'° (Qr)  задовольняє умову (4) та є розв’яз
ком задачі К у формулюванні 2, а, отже, є границею (в Mk(Qr))  послідовності розв’яз
ків if  Є C 2'a{Qr)  задач (5), (6). Для довільної ф Є Хк-(От) визначимо фє{х, t) =  
ф{х, t -  ε), t Є [ε, T  +  ε], ε Є [0, ε0/2 ]. Тоді φε{χ,ί)  -> φ(χ,ί )  та o~k{t -  ε ) ( ί αψε){χ,ί)  -> 
g~k(t)(La^)(x,t) ,  ε - »  0 рівномірно в Q t  (φε —>■ ф в X k(QT)). В області Qt,£ запишемо 
формулу Ґріна (5) із [13] для ие та фє:

us(x, t ) (Laipe)(x,t)dxdt — j g(x, t, ηε(χ, ί ))φε(χ, t)dxdt (8)
ТуЄ Q t .£

+оо

dx.=  /  if(x.  ε) /ι^α(ί)*φε(χ,ί)
t=£

— ОО

З умов теореми та з припущення (4) випливає існування границі при ε —> 0 кожного 
доданку у лівій частині рівності (8).

З умови (6) та леми з [15, с. 70] одержуємо, що для довільної φε Є D(R)  такої, що 
φε —> φ при ε —> 0 у просторі D(R)  ([1 5 , с. 1 3 ]), також існує

+оо +оо

lim / ιιε(χ, ε)ψε(.χ)άχ =  lim / ιιε(χ, ε)φ(χ)άχ.
ε-*0 /  ε->0

-οο —οο

Доведемо, що для довільної ф Є Xk(Qr)  виконується

T  T

Ψ ε { χ ) =  /  f i - a ( r  -  ε ) φ { χ , τ ) ά τ  ->■ φ ( χ )  =  /  f x_ α ( τ ) ψ ( χ , τ ) ά τ  =  f i - a ( t ) * y ( x , t )
t= ο

ο

при ε —> 0 у просторі D(R) ([15, с. 13]).
За властивістю операції * існує такий скінченний відрізок [а; 6], що supp φε С [а; 6]

т
для всіх ε Є [0; ε0] та неперервні φε4\χ) =  J / i _ Q(r — ε)(τ^)4φ{χ, τ)άτ,  q =  ОД....... Звідси

ε
φε Є Со°([а, Ь]) для всіх ε Є (0, ε0], крім того для всіх q =  0 ,1 ,. . .  послідовності φε (χ) 
рівномірно щодо х Є [а, b} збігаються

т т
І іп к ^ И  = lim f  f i - a(r — ε)(-^-)4φ(χ ,τ )άτ  =  ί  /χ̂ α( τ ) { ^ - ) 4φ{χ,τ)άτ.
ε—>0 ε—>0 J Ο Χ  J  ΟΧ

ε 0

Таким чином, ψ[χ) =  Ііт^Д.г) в D(\R). За лемою з [ 15, <·. 70] також існує границя

lim
ε—>0

/ і - n{t)*i'e{x, t) \t=e =  lim f  /χ_α(ί -  ε)φ(χ, t)dt =  φ{χ).

Отже, з умови (6) випливає існування границі
+ 00 +оо +оо

lim /  ιιε(χ. ε)φε(χ)άχ =  lim /  u£(x, є )(1і т  φε(χ))άχ =  lim /  ue(x, ε)φ(χ)άχ 
s—>0 J ' w ε-4-O J ' ε—>0 " J

— 'XI

T

=  (Uf), φ) =  (u0, /  / i - α(τ)ψ(·,τ)άτ) =  {щ{х)  x / i - а{т),ф{х,т)).
0

Тому після переходу в (8) до границі при ε —» 0 отримаємо тотожність (3). Отже, 
розв’язок задачі К у формулюванні 2 є розв’язком цієї задачі у формулюванні 1.

Тепер нехай u Є Mk(Qr)  П C 2'a{Qrr) та u є розв’язком задачі К у формулюванні 1, 
а, отже, задовольняє тотожність (3). Звідси для ф Є D(QT) (очевидно, що D( QT) С 
Xk(Qr)  для всіх k >  0) маємо

/ и(х, ї)(Ьаф)(х, t)dxdt =  / g(x,t,  u(x,t))^(x,t)d.rdt.

Q t  Q t

а з формули Ґріна (4) в [13] для v =  u Є C2'0(Qt),  ф Є D( QT,S) (С ХкіОт.є))

j  u(x, t)(Lnip)(x, t)dxdt =  J (L£au)(x,t) w{x,t)dxd,t У єЄ (0 , e0).
Qr.e Qt,£

Отже,

(Leau)(x, ί)φ(χ,ί)άχάί  =  J g(x, t ,u(x, t ) ty(x, t )dxdt  V ф Є D(QT.£).

Q t .s Q t ,e

За лемою Дюбуа-Реймона [2, ст. 28] звідси одержуємо, що (Lsaii)(x,t) =  g(x, t ,u(x, t ) )  
майже всюди в Q t .ε, а з того, що u Є C 2x'(Qt)  та з неперервності функції g одержуємо

(L%u){x.t) =  g(x, t ,u(x, t ) )  для всіх (x,t)  Є QT,e-
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Ми показали, що розв’язок и Є M^Qt) П C2'a(QT) задачі К у формулюванні 1 за
довольняє кожне з рівнянь (5 ) в Qt.f- О ск іл ь к и  функція и Є Mk(QT), g(x, t ,u(x, t ) )  
неперервна в Q t  та виконується (4), то існує границя при є —¥ 0 лівої частини рівно
сті (8), яка дорівнює f  [и(х, t)(Laip)(x, t) — д(х. t, и(х, t))ip(x, t)]dxdt. Тоді існує границя

Qt

ІІІП f  u(x.s) f i - a(t)*i>€(x,t) dx.
t=£

Враховуючи (3), для довільних ψ Є Xk(Qr),  Ψε(χ Λ) =  ψ(χΛ — є ) та розв'язку и Є 
Mk(Qr) Г\С2,п^т ) задачі К у формулюванні 1 матимемо

-f-OO
Ііпі /  и(х.є) f i - a(t)*l!\s(x.t) \t^ d x  =  (llo(x) X v(xJ) ) ,

а, згідно з формулою (2),
+оо

C—>0
lilll /  Ιί(χ,ε) f i - а(і)*ф(х,і) \t=edx =  (uo(x), (/ΐ-α(ί)*'0(.Έ,ί))|ί=ο)· (9)

За лемою 1 [13] для довільної функції ψ Є D(R)  існує така ν'·> Є ХкіЯт), ЩО 
(fl-a{t)*V'2(x.t))\l=o =  ψ{χ), V е М, (а отже. (и0(х), (fl-a(t)*Jp(x,t))\t=0) =  (uo- r) ) ,  від-

/\-а{і)ігІ'2є(хЛ) =  φ(χ), χ Є R, а, отже,ПОВІДНО -  є)
1=ε t= о

+оо -l-оо

Ит /  u(x,£)(fi^a(t)*ip2s(x,t))\t=£dx =  І іт  /  υ,(χ,ε)φ(χ)άχ. ε^Ο J ε—ϊΟ J

+οο
Тому з (9) випливає, що lim J и(х, ε)φ(χ)άχ =  (щ, φ), Є D(№), а, отже, розв’язок

е->0

и задачі К у формулюванні 1 задовольняє початкову умову (6). □

4 існ у ва н н я  р озв ’я зк у  узагал ьн ен ої задачі К ош і д л я  лінійного  
одн ор ідн ого  рівняння з д р о б о в о ю  п о х ід н о ю  за ч а с о м

У [7] доведено існування та єдиність розв’язку и Є C 2'a(QT) П C(Qt ) задачі Коші

ί/-ο ""!!·'■· 0  =  0, (x,t) Є Qt , (10)

и(х, 0) =  5ι(χ), χ Є R. (11)
2 _  g

з такою неперервною ді, що |,ді(з’)| < C exp{h\x\ 2- q }, х  Є R, де 0 < h < μοT  2~α, 
/io =  (2 — а ) а ^ ‘2 ~ ї ^ , і одержано його зображення

+оо
■u(x,t) =  J  Gi{x -  y,t)gi(y)dy, х Є R, (12)

— ОО

за допомогою ядра Gi(x.t) .  Знайдені оцінки ядра G\(x,t) та його похідних:

Д в а  ф о р м у л ю в а н н я  у з а г а л ь н е н о ї  з а д а ч і  К о ш і

( І Р ^
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< С Г exp

при t а\х\ < 1, j  =  0, 1, 2..., 

μρ\χ\ j  при Г ,у|і:|2 > 1,

(14)

D^Gi(x,t)  <  Ct 2 β при t a\x\2 < 1 . 0 < β  < 1,

де за μ-j і μρ можна взяти довільні додатні числа, менші за μο· Різні додатні сталі ми 
позначили однією буквою С.

П рипущ ення (L ): щ  Є (С00̂ ) ) ' ,  s(u0) < s, к > s —

За припущення (L) розглянемо задачу Коші

(Lau)(x,t) =  0 . ( xJ )  Є Qt - (15)

a(x, 0) =  щ{х),  .r e R. (16)

Теорема 2 .  За припущення (L) існує є д и н и й  розв'язок и Є C '2,'v( Q r )  П M k ( Q r )  задачі 
Коші (15), (16), визначений формулою

u(x, t ) =  (uo(y),Gi(.r -  y,t)),  (x,t)  Є Qt . (17)

Доведення. В [7] показано, що функція G х(х, t) нескінченно диференційовпа при (r, t) ф
(0,0), а, отже, G\(x — у, t) — нескінченно диференційовна при (х, t ) Є Qt і права частина
(17) має сенс. З вигляду u та властивостей G\ випливає, що функція (17) належить
класу C 2'n ( Q r ) ·  Покажемо, що вона належить простору M ^ Q t )· Д л я  ц ь о г о  знайдемо
оцінку J gk(t)\u(x,t)\dxdt. З означення порядку сингулярності узагальненої функції 

Qt 50
маємо (u0(y) ,Gi(x -  у, t)) =  Σ  f ( m Y Gi(x ~ y^)fi{v)dy,  (x,t) Є QT, де В =  supp«o,

г=0 В
fi Є Li(B).  Враховуючи оцінки (13), (14), як у [8, c. 144J, за умови на число k одержуємо 
обмеженість усіх інтегралів J gk(t)\(-^YGi(x — y,t)\dxd.t, і =  0, s, невною додатною

Qt

сталою Ск- Тоді

Qt

s

Σ
г=0

г= 0

д
gk(t)\u(x,t)\dxdt < Σ  І ρΚ̂ {  I _  y , t^ ‘ I fi(v)\dy ) dxdt

Qt D

d
т ^ У С Л х  -  у- f)\dxdt)  IMy)\dy < C k - ^ 2  j  \fi(y)\dy =  c k-

В Qt

Покажемо, що функція (17) задовольняє тотожність (3) для кожної ψ Є Х к(0т)· З 
визначення функції G x(x,t)  як ядра Пуассона задачі Коші випливає, що

Lr*9Gi(x, t)  — 0 при (х ,t) Є Qt , G i(x,0) =  δ(χ).

Підставляючи у формулу (1) функцію д\(х) замість и(х, 0) та зображення (12) 
розв'язку класичної задачі Коші (10), (11), для кожної ν =  ф Є X k(QT) матимемо

Gi(x  -  y,t )gl (y)dySj ( L aip)(x,t)dxdt =  1  f i - a(t)gi(x)xjj(x, t)dxdt,
Qt  - з о Qt



тобто
+ о о  + 0 0  Т

Gi(x -  y, t )(Lai ’)(x,t)dxdt^gi(y)dy =  j j fi-a(t)iiiy,t)dt^jg1{y)dy.

—x> Q t  ~ 00 0

Враховуючи довільність функціїді(у), звідси одержуємо, що для кожної ψ Є Xk(Qr)

т

I  G\(x -  у, t)(Laip)(x, t)dxdt =  J  f i -a(t)ip(y, t)dt, (y, t) є  QT,

Q t  о

а тоді, враховуючи вигляд функції (17), її властивості, аналог теореми Фубіні ([2, с. 59|, 
формула (3.2)) та формулу (2), для довільної φ Є X k(Qr) матимемо

u-Lnil’dxdt =  j  (uo(y) ,Gi(x—y,t ) j  Laip(x,t)dxdt =  (щ(у) ,  J G\(x—y,t )La$(x,t)dxdt

Q t  Q t  Q t

T

=  (щ(у) ,  J  fi-a(t)4’{y,t)dή  =  (щ(у)  X / i _α(ί),^ (ί/,ί)).
0

Ми показали, що функція (17) є розв’язком задачі (15), (16) у формулюванні 1. За 
теоремою 1 вона буде розв’язком цієї задачі й у формулюванні 2.

Доведемо єдиність розв’язку задачі (15), (16). Якщо « 1,112 ' два її розв’язки, и =
«і — « 2, то и Є Mk(QT), а згідно з формулюванням 2, враховуючи фінітність заданої 
узагальненої функції щ,

-hOC
limг->0 I  Ue ( y , s ) < f ( y ) d y  =  0, Μφ Є C°°(R).

За лемою з [15, с. 70] для довільної φε Є С°°(Е) такої, що lim ψε =  φ в (7°°(Μ), також 
існує

lim І ие(у,є)ч>є(у)<1у =  0, Μψ Є С'°°(М). (18)
ε-Χ) J

— ОО

Враховуючи, що (L£av)(x,t)  — (Lr̂ 9v(x, t -f ε))(χ, t — ε), υ Є C 2,“ (Q r), із формули (12) 
одержуємо зображення розв’язків иє:

иЦх, t) =  I Gi (х — IJ, t — с)иЦу, є)йу, (.Г, ί) Є <5τ,ε· (19)

Для кожної фіксованої точки (ж, £) Є Qt,£ функція G i(x — уЛ — є) як функція у 
належить С,ос(М). Тоді з умови (18) (при G\(х—у, t—ε) замість φε(ί))) випливає існування

+  0О

lim /  us(y. ε)ΰχ(χ - y , t -  e)dy =  0, (x , i) Є QT. (20)?->o /

Тепер із формули (19) з врахуванням умови (20) одержуємо, що иє(х , t) —> 0, ε —> 0 у
кожній точці (x, t ) Є Q t, а тоді иє(х, t) -> 0, ε —> 0 в M ^ Q t )· Згідно з формулюванням
2 задачі, u(x,t)  =  lim іг'(х, ί) в M ^ Q t )· В результаті одержуємо u(x,t) — 0, (x, t) Є Qr·ε—»0

Достатні умови розв’язності задачі К (для півлінійного рівняння) за припущення
(S) знаходимо, використовуючи методику [8], [11], властивості ядра Пуассона G\(x,t) із
[7] та властивості функції G0(x, t) =  * G\(x, t). □

Одержані результати поширюються на випадок рівняння

f -а (t) * u =  А(х, D)u 4 - д(Хщ t , it), (x, t) Є Mn x (0; Т],

де A(x, D) — лінійний еліптичний диференціальний вираз другого порядку з нескінчен
но диференційовними коефіцієнтами в IR".
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Different equivalent definitions of the Cauchy problem for semi-linear diffusion equation 
with fractional derivative with respect to time and with the generalized function in the initial 
condition are offered. The existence and uniqueness theorem and the representation of the 
solution of such problem for linear homogeneous diffusion equation with fractional derivative 
with respect to time are obtained.
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ГІредложено две зквивалентньїе постановки задачи Коши для полулинейного уравне- 
ния дробиого порядка а Є (0Л) по времени с обобщенной функцией в начальним условип. 
Доказана теорема еуществования и единственности, получено представление решения та- 
кой задачи для линейного однородного уравнения с дробной производной по времени.
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Л о п у ш а н с ь к и й  О .В . ,  Ш а р и н  С .В .

ФУНКЦІОНАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ДЛЯ ГЕНЕРАТОРІВ АНАЛІТИЧНИХ 
НАПІВГРУП ОПЕРАТОРІВ

Лопушанський О.В., Шарин С.В. Функціональне числення для генераторів аналітичних 
напівгруп операторів /  Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, .\«1. — С. 83-89.

Ми будуємо функціональне числення для генераторів однопараметричних обмежених 
аналітичних иапівгруп операторів на банаховому просторі. Клас символів такого числення 
складається з образів перетворення Лапласа згорткової алгебри <Ŝ_ розподілів повільного 
росту з носіями в [0, зо). Область визначення побудованого числення є щільною в банахо
вому просторі.

Вс т у п

Однією із характеристик аналітичних напівгруп є те, що їх генератори є гак зва
ними секторіальними операторами. Такі оператори відіграють важливу роль в теорії 
еліптичних і параболічних диференціальних рівнянь з частинними похідними. В робо
тах [4, 8] (серед багатьох інших) було побудовано функціональне числення для аналі
тичних напівгруп операторів, яке базувалося на використанні інтеграла Ріса-Данфорда 
та інтегральної формули Коші.

У цій статті ми будуємо операторне числення для генераторів однопараметричних 
аналітичних напівгруп ейА операторів, що діють в банаховому просторі Е, використову
ючи при цьому узагальнене перетворення Лапласа. Алгебра символів такого числення 
складається з аналітичних в півплощині С+ =  { ζ  =  ξ +  ίη Є С: ξ Є (0 ,ос)} функцій / ,  
які є перетвореннями Лапласа розподілів Шварца повільного росту f  Є S'+ з носіями 
в додатній півосі R+ := [0,оо). Функціональне числення Ф: /  >— » f ( A ) (теорема 3.2) 
ми визначаємо за формулою (4), причому областю визначення цього числення є щіль
ний в Е  підпростір 21 цілих аналітичних векторів полйюміального росту оператора А 
(теорема 3.1). Зауважимо, що формула (4) є операторним аналогом узагальненого пе
ретворення Лапласа f ( Q  =  (/(£), е1̂ ) [1, II.9|. Суттєвою відмінністю цієї роботи від 
попередніх є алгебраїчний аспект функціонального числення. А саме, відображення Ф 
є гомоморфізмом алгебр, тобто виконується властивість /  * g(A) =  f(A)g(A).
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Ключові слова і фрази: функціональне числення, аналітичні напівгрупи операторів, узагальнені функ
ції Шварца повільного росту.
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1 Позн ач ен н я  т а  о сновні п о н я ття

Нехай S£{X) — простір неперервних лінійних операторів на локально опуклому про
сторі X.  Спряжений до X  простір ми будемо позначати X і, який всюди далі наділяти
мемо топологією рівномірної збіжності на обмежених підмножинах в X .

Всюди далі ми будемо використовувати позначення да := (— Де і =  \/—ї, 
а Є Ν. Для спрощення позначень писатимемо д  :=  д 1.

Під однопараметричною напівгрупою обмежених лінійних операторів на банаховому 
просторі (Ε , II · II) з генератором А ми розуміємо таке відображення

Ut : R+ 9 t i— » eitA Є & (Ε ) ,  (1)

що Ut+a — Ut o Us для всіх t. s Є E + і І о =  /  — одиничний оператор в J£(E). Відображе
ння (1) називається Со-напівгрупою. якщо lim \\Utx — x\\ =  0 для всіх х  Є Е. Генератор

f->+0
А напівгрупи Ut визначають за формулою

Ах =  —і lim t~l (Utx — χ) =  dUtx  |ί=ο, χ Є 0 (A ),/,->+о

де 0 (A ) складається з усіх х Є Е, для яких існує вище записана границя. Для того, щоб 
підкреслити, що генератором напівгрупи Ut є оператор А часто напівгрупу позначають 
е'іА. Напівгрупа U, називається обмеженою аналітичною напівгрупою, якщо відобра
ження (1) можна аналітично продовжити в деяку кутову область в С, що містить Е+, 
причому таке продовження є рівномірно обмеженою в цій області функцією. Відомо, що 
кожна така напівгрупа є Со-напівгрупою. Детальнішу інформацію про теорію напівгруп 
операторів можна знайти в [6, 4].

Введемо в розгляд простір Шварпа S швидко спадних функцій так, як це зроблено в 
[3]. Нехай 8 а — банаховий простір неперервно диференційованих до порядку а компле
ксних функцій ψ на Е зі скінченною нормою ||</?||$л sup {\ίαδ 0φ(ί)\ : β <  а, t Є E }, 
( α ,β € Ζ + ) .  Простір S :=  Г\аЄ%+ $ а наділимо топологією проективної границі S ~  
1ітрг<5“ відносно компактних вкладень Sa Я-> S j, де β < а. Відомо, що введений та
ким чином простір S є ядерним простором. Спряжений до нього простір S1 називають 
простором узагальнених функцій Шварца повільного росту.

Означимо простір S+ :=  {ϋψ\ ψ Є 5 } , д е ^ : Е  9 t і— > 0(t) — класична функція 
Хевісайда. Неважко показати, що простір <S+ ізоморфний фактор простору S/S'+, де 
5^“ — ортогональне доповнення простору 5+ відносно двоїстості (S ' ,S ) .  Оскільки вла
стивість ядерності наслідується фактор просторами, то 5+ — ядерний простір. Нехай 
S'+ — замкнутий в S' підпростір тих розподілів, носії яких розміщені в Е +. Відомо, що 
цей простір є згортковою алгеброю з одиницею ό'ο, де St — функціонал Дірака, зосере
джений в точці t Є Е+.

Відомо, що перетворення фур’є F: f  \— > F[f] здійснює топологічний ізоморфізм 
простору S' на себе. Тому F  є коректно визначеним на S' ,̂ причому образ F[e>+] є 
замкнутим підпростором в S ’ . Перетворення Лапласа розподілу /  Є S+ визначають за 
формулою

b [ /l (0 : = i , [ / ( i ) e - " ’] ( { )  =  < /(i) ,e “t>, С =  {  +  ІГ)ЄС+, (2)

де /(C ) := L[f](ζ) — аналітична функція на С+. Образ S’+ := L [<S+] простору S'+ при 
перетворенні Лапласа є мультиплікативною алгеброю відносно множення f  * g{Q  =  
/(C ) ' 9(ζ), C ^ C+ j 1, II.9]. Простір S'+ ми наділяємо індукованою відображенням 
L: S'+ — > S'+ топологією.

2 Д о п о м і ж н і  т в е р д ж е н н я

Нехай всюди далі (Е. || · ||) — комплексний банаховий простір. Для довільної відкритої 
в R множини О і довільного а Є Z+ позначимо через Sa( 0 , E ) банаховий простір всіх 
неперервно диференційованих до порядку а  функцій х : E D О 3 1 1— > x(t) Є Е таких, 
що функція χ і всі її похідні до порядку а включно мають скінченні границі при t —> +0 і 
для яких скінченною є норма ||х|І5и(0 .5) := ниР { ||̂а d^x(t) ||: ί Є О C Е ,0  <  а} .  Простір 
3 (0 ,  E) =  f )aeZ Sa(О, Е) ми наділяємо топологією проективної границі S (0 ,E )  ~  
1 ітр г5 а(0 , Е) відносно очевидних вкладень Sa(O.E)  Я-> S!\ 0 , E )  при β < а. Для 
спрощення позначень ми будемо писати: Sa(E ) :=  Sn(R,E), S(E) := <S(E, E ), S"{E)  := 
<SQ(int E+ , E ), S+(E) := <S(int E + , E).

Наступне твердження є аналогом теореми 111] про продовження С°° функції, визна
ченої на підпросторі.

Л ема 2.1. Існує неперервний лінійний оператор продовження A: S+(E) і— > S(E) та
кий, що (Ax)(t ) =  x(t) для t >  0.

Доведення. Нехай Е 3 t і— »· \(t) — така комплексна нескінченно диференційована 
функція, що x(t)  =  1 при t Є [0.1] і χ(ί) =  0 при t >  2. В статті [111 доведено, що 
існує така послідовність дійсних чисел {а/с}, ЩО; (і) z+ \ak\‘2k̂  < оо для всіх β Є Ζ+; 
(ІІ) Еа:Є2+ ak { - =  1 ДЛЯ всіх β Є Ζ+. Для t <  0 визначимо оператор А за правилом 
( у іx)(t) := Y2kez+ akX{~2kt )x (—2kt). Оскільки —2k —> — оо при k —> оо, то сума в попе
редній формулі є скінченною для кожного t <  0. З властивості (і) випливає що всі по
хідні dl3(Ax)(t) =  ak(—̂ kY  S f= 0 2kt)x^~l\ —2kt) збігаються при t —> —0.
Більше того, з (іі) та з означення функції χ випливає, що ці границі узгоджуються з 
границями функцій d&x(t) при t —>■ +0. Таким чином, якщо (Ax)(t) :=  x(t) для t >  0 і 
(Лх)(0) :=  lim^o x(t), то Ах — F -значна нескінченно диференційована функція на Е. 
Для будь-яких t < 0 і β < a маємо

,3
||а (̂Ас)(()|| <  Σ ,  І І ^ ' ’ ( - 2‘ 0 ІІ <  Ке.х,м  sup ||Λ(ί)||,

А-Є2+ ι= 0  ί€(0 ,οο), β < α

де K 0)Xt{ak} =  Efcez+ W\Zkli Σ?=ο snP*6[0,2] \x{i)(t)\ <  00 завдяки (і). Отже, ми довели 
неперервність визначеного вище лінійного відображення A: S+(E) і— > S(E).  □

Символами ®р і 0 С ми будемо позначати поповнення алгебраїчного тензорного до
бутку ® в проективній тензорній топології і в топології рівномірної збіжності на одно
стайно неперервних підмножинах відповідно.



Л ема 2.2. Справджуються наступні ізоморфізміі S{E)  ~  Е  0 Р S і S+(E) ~  Е 0 Р S+. 
Крім того, кожен елемент х з S(E) або S+(E) може бути зображений, взагалі кажучи 
не єдиним чином, у  вигляді абсолютно збіжного ряду

х =  XjXj 0  (fj, Λ j  Є C, Xj Є E, (pj Є S або S+, (3)
jtN

де Σ ,  I A.; I < оо і послідовності {φ3}, { x j }  збігаються до нуля у  відповідних просторах.

Доведення. В роботі [10] доведено ізоморфізм S(E)  ~  E  © с S. З ядерності простору S 
випливає ізоморфізм E ® eS ~  E 0 РS (див. [7, IV, 9-4]). Тому, S(E)  ~  E ® VS. Аналогічні 
міркування справджуються і для S+(E), тому S+(E) — E ® VS+. З теореми [7, III.6.4] про 
зображення елементів проективного тензорного добутку просторів Фреше випливає, що 
кожен елемент x Є E 0 Р S (або х  Є E 0 Р S+) можна записати у формі (3). □

З Фу н к ц іо н а л ь н е  ч и с л е н н я

Нехай 5)(Л°°) := f ]aeZ+ Σ)(Αα), де Т)(Аа) — область визначення оператора ,4". Ві
домо [4, теорема 5.17], що для аналітичної напівгрупи підпростір в Т>(А°°) цілих ана
літичних векторів її генератора А щільний в Е. Визначимо в 2}(Л°°) підпростір 21 ці
лих аналітичних векторів поліноміального росту наступним чином 21 :=  а · Де 
Е"  :=  { ( tA)ae'iAx  Є E: х Є E, t. Є R+, а  Є Z + }. Зауважимо, що цей простір служить 
областю визначення побудованого нижче функціонального числення. У доведенні на
ступної теореми ми використаємо схему доведення з [2, теореми 1.1, 1.2].

Теорема 3.1. Нехай еиА — обмежена аналітична напівтрупа над комплексним банахо- 
вим простором Е така, що її генератор А має обмежений обернений А~1. Тоді простір 
21 цілих аналітичних векторів поліноміального росту щільний в Е.

Доведення. Нагадаємо відому теорему Ріхтера [9| (див. також [2, теорема 1.1|): якщо 
{ £ fc: k Є Z + } — такі банахові простори, що кожне вкладення (Н*-+і Я-+ £/,: неперервне і 
щільне, то вкладення Г\кеі+ ^  теж ЩІльне·

В роботі [2, теорема 1.2] показано, що вкладення Т>(А°°) Я-> Е  щільне в топології, 
визначеній ЗЛІЧЄНН0Ю системою норм ||х||;о(Л“ ) =  Σο<;4<α ІИ^Н) α е ^+·

Оскільки eltA — аналітична напівгрупа, то ker е'іЛ =  {0 }, Уі > 0. З припущень тео
реми випливає ker А =  {0 }. Тому оператори eltA і (tA)a мають обернені e~xtA і (:tA)~a 
відповідно. З обмеженості ехіА і замкнутості (tA)~a випливає, що Е — банаховий про
стір відносно норми 11 x 11 :=  ||(tA)_ae_lMa;||, для довільних a Є Z+, t Є Е+ і х  Є Е£.

Використовуючи комутативність операторів, для всіх s < t і a < в отримаємо

\\х\\Е, =\\(tA)-0e - itAx\\ =  \\(sA)-ae - lsAt43saA - ^ - a)e - lit- s)Ax\\

e~li't~s)A(sA)~ne~isAx\\
>- Ι5- « ^ 4/ί-αβί(ί-φ1|

II(зЛ) αβ івАх\\ r-Mlrll
"su p t-^ o .00) ' 11 l|£*

де С  =  s αίβ\\Αβ аех̂  s)A||.
Доведемо, що Е? щільний в Е  для довільних t > 0 і а > 0. Припустимо проти

лежне. Нехай існує ненульовий функціонал x ’ зі спряженого простору E ’ такий, що 
(x', (tA)aextAx ) =  0 для всіх х Є £>(Л°°). Тоді

(V , (sA)l3exsAx) =  (x·', (tA)aeltA[sl3t~aAl3~0‘el(s~t'>A]x)  =  0

для всіх s, β таких, що t < s і а < β. Тому, з аналітичності і неперервності extA випливає 
(ж', (■ίΑ)βεαΑχ ) =  0 для всіх t Є М+ і β Є Ζ+. Зокрема, (х',х) =  0 для всіх х Є 2)(А°°). 
Отже, з щільності Х>(Л°°) в Е  маємо х1 =  0, що суперечить припущенню.

Із щільності 2)(А30) в Е  слідує, що вкладення Ε1/ Е"  неперервне для всіх .s· < t і 
а < β. Щільність Е ’/ в Е‘* випливає з доведеної щільності Е'/Д' в Е.

Таким чином, послідовність банахових просторів {(Sfc := Е^ : к Є Z + } задовольняє 
умови теореми Ріхтера. Звідси маємо, що підпростір 21 =  f ] k€lj+ <£к щільний в Е. □

Простір 21 ми наділяємо топологією проективної границі 21 ~  lim pr Е “ відносно 
щільних вкладень £ f  Я-»· Е£, де s < t і а < β.

Нехай Jf(Ql. E) C ^f(E) — простір необмежених лінійних операторів на Е, які мають 
спільну область визначення 21 С Е і які діють неперервно з 21 ~  liin рг Е"  в Е. Наділимо 
простір jSf(21, Е) сильною операторною топологією.

Зауважимо, що простір 21 інваріантний відносно дії операторів extA, t Є 1R+. Дійсно, 
для всіх х є  D(A°°) маємо A ijeitAx =  ехіАА^х. Перетин образів операторів P(t !EH(eliA) мі
ститься в D(A°°) [5, теорема Х.53], тому eltA (taAeelsA) x =  t0‘Af)ei(t+s')Ax. Простір D(A°°) 
щільний в Е  і оператори еаА обмежені, тому попередня рівність справджується для всіх 
х Є Е. Звідси випливає коректність наступного означення. Комутантом напівгрупи eltA 
називається підалгебра { V  Є ~Sf(2l, E ) : extA о V  =  V о eitA, Vi Є М+ }.

Теорема 3.2. Відображення Ф: S\ 3 f  \— > f (A )  Є i f  (21, Е), де  оператор f (A )  визна
чений за формулою

7(A)х =  ( f ( t ), extAx)  , /  є  S'+ , х Є 21, (4)

є неперервним гомоморфізмом з мультиплікативної алгебри аналітичних функцій S'+ 
на комутант в (21, Е) обмеженої напівгрупи еиА. Оператори з образу задоволь
няють рівності

f  * 9(A) =  7(A) о д(А), / ,  д Є S'+,

& J(A)  =  ( - A ) a o7(A), f  Є S'+ , a Є Z +

і δ0(А) =  I — одиничний оператор над 21.

Доведення. Нехай \\eltA\\̂ (E) < М  для всіх ί Є Е+. Перевіримо, що формула (4) є 
коректно визначена. Розглянемо Е-значні функції



З [5, теорема Х.53] випливає, що для кожної обмеженої аналітичної напівгрупи ейЛ існує 
така константа Mq >  0, що нерівність

\\tadaeitAx\\ =  ||(M)Vm.t|| < M M q\\x \\, t Є R+, а  Є Z+, (6)

справджується для всіх х  Є 21. Звідси

=  SUP \\tQd ^ ltAx\\ <  С sup \\(tA)ae'tAx\\ < С М М 0\\х\\, (7)
+ 3<a,teR+  te E+

яе C = \\A!' - “ \\ ,a e )  і позначає обернений оператор до Аа 13. Тому норми ||̂ χ||5α(Ε) 
скінченні для всіх а Є Ζ+. Отже, сих Є S+(E)  для всіх х Є 21.

З ядерності простору ,5 випливає (див. [7. IV, 9.4, наслідок 1|) ізоморфізм E ®р S  ~  
.&{S'.E). Тому з леми 2.2 отримуємо S(E) ~  Е). За лемою 2.1 існує неперервне
лінійне розширення A: S+{E) — > S(E). Оскільки вкладення S+ Я-*· S' топологічне, то з 
рівності S (E ) ~  S£{S', Е ) випливає, що оператор

S'+ 3 f  і— > ( /, А о ωχ) Є Ε, х Є 21, (8)

належить Jif(S'+,E ). Перевіримо його незалежність від А. За лемою 2.2 існує розви
нення в ряд ωχ =  SjeN НУі ® Де У і Є E і Vj Є S+. З абсолютної збіжності цього 
ряду в S+(E) та неперервності А отримуємо А о ωχ — fifijj :Е> АСФ31 де Ас позна
чає класичний оператор розширення з [11], який є звуженням оператора А на скалярні 
функції. З ІНШОГО боку маємо ( / ,  l/’j) =  ( / ,  Aclfrj), оскільки носій розподілу /  зосередже
ний в Е +. Звідси випливає незалежність означення (8) від А. Таким чином формула (4) 
однозначно визначає лінійний оператор f {A )x  =  (f , u x), який відображає х  Є 21 в Е.

Оскільки ωχ Є S+{E) для всіх х  Є 21, то для кожного /  Є S'+ і a Є Z + існує така 
константа К,  що ||(/,ωχ)|| < К  х  Є 21. Звідси та з нерівності (7) отримуємо

f (A )  Є ~£?(2l, Е). Остаточно неперервність Ф випливає з неперервності L: S'+ — > S'+.
Перевіримо, що Ф — алгебраїчний гомоморфізм. Нехай д Є S'+ — регулярний розпо

діл. З властивостей інтеграла Бохнера отримуємо

f  * д(А)х =  ( ( /  * д)(и), ешАх) =  ( f ( t ) , e xtA (g(s). exsAx >> =  f (A )  о g(A)
u=t+s

j·, \/x Є 21.

З комутативності згортки в S'+ випливає f (A )  о Tj(A) =  д(А) о f (A )  для регулярного 
розподілу д. Наближаючи довільний розподіл д Є S'+ регулярними і використовуючи 
неперервність відображення Фо L з S'+ в Jf(2l,Е),  отримаємо потрібну властивість.

Доведемо другу з рівностей (5). Оскільки Аає1іАх =  е1іААах  для всіх х Є 21, то

f r ~ f ( A ) x = ( a ° f ( t ) , e ' Ax)  = ( - 1 ) “ < /((),.4“ е'л...·)

= ( - 1 ) “ ( т , е ‘лА°х )  =  ί ( Λ ) ( - Λ ) ° κ  =  ( - А Г 7 ( А ) х .

Для функціоналу Дірака 6t Є S'+ маємо <)t(A)x =  еиАх  для всіх х Є 21. Отже, 
f (A )  о еііЛ — еііА о f (A )  для всіх /  Є S'+ і t Є К+. Навпаки, нехай К  Є «£?(2l, Е) — довіль
ний оператор з властивістю K  о St(A) =  5t(A) о К  для всіх t Є R+. Зауважимо, що для 
всіх х Є 21 маємо К х  =  Κό(ι(Α)χ. Підставляючи t замість 0 і використовуючи попередню 
властивість, отримаємо К  о St(A) =  St(A) о К.  Отже, образ відображення Ф співпадає з 
комутантом напівгрупи St(A) =  еиА в =Sf(2l, Е). □
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Lopushansky O.V., Sharyn S.V. Functional calculus for generators of analytic semigroups of 
operators, Carpathian Mathematical Publications, 4, 1 (2012), 83-89.

We construct a functional calculus for generators of one-parameter bounded analytic semi
groups of operators on a Banach space. The calculus symbol class consist of the Laplace image 
of the convolution algebra of tempered distributions with supports in [0, oo). Domain of 
constructed calculus is dense in the Banach space.

Лопушанский O.B., Шарин С.В. Функциональное исчисление для генераторов аналити- 
ческих полугрупп опєраторов / /  Карпатские магематические публикации. — 2012. — Т.4, 
Ш .  -  C. 83-89.

Ми строим функциональное исчисление для генераторов однопараметрических огра- 
ниченньїх аналитических полугрупп опєраторов, действующих в банаховом пространстве. 
Класс символов такого исчисления состоит из образов преобразования Лапласа сверточ- 
ной алгебрьі S'+ медленно растущих распределений с носителями в [0, оо). Область опре- 
деления построенного исчисления плотна в банаховом пространстве.
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УСЕРЕДНЕННЯ ПАРАБОЛІЧНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ СІНЬОРІНІ В 
ГУСТОМУ З’ЄДНАННІ ТИПУ 3:2:1

Мельник Т.А., Наквасюк Ю .А. Усереднення параболічної крайової задачі Сіньоріні в гу
стому з'єднанні типу 3:2:1 // Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №1. — О. 
90-110.

Розглядається параболічна крайова задача Сіньоріні в густому з’єднанні ІЬ, яке є 
об’єднанням деякої області Ω0 та великої кількості ε-періодично розташованих тонких 
криволінійних циліндрів. На бічних поверхнях циліндрів задані умови Сіньоріні. Вивчено 
асимптотичну поведінку розв’язку такої задачі коли ε —» 0, тобто коли кількість тонких 
циліндрів необмежено зростає, а їхня товщина прямує до нуля. За допомогою методу 
інтегральних тотожностей доведено теорему збіжності та показано, що умови Сіньоріні 
трансформуються (при ε -¥  0) в диференціальні нерівності в області, що заповнюється 
тонкими циліндрами.

В с т у п

Багатомасштабне моделювання та чисельний аналіз є новою областю сучасних до
сліджень, що надзвичайно широко розвивається, і в майбутньому матиме великий вплив 
на обчислювальну науку та прикладну математику. Це пов’язано з перспективою роз
витку більш ефективних методів, які мають бути поєднанням нового класу чисельних 
і аналітичних прийомів моделювання. Одним із таких класів задач багатомасштабно- 
го моделювання є крайові задачі в сингулярно збурених областях. Існує багато типів 
збурених областей, які потребують різних методів дослідження.

В роботі розглянуто крайову задачу в сингулярно збуреній області, а саме в густому 
з ’єднанні типу 3:2:1. Густим з’єднанням типу k : р : d називається область в Rn, яка 
складається із деякої області (тіло густого з ’єднання) та великої кількості тонких обла
стей, що ε-періодично розташовані вздовж деякої множини (зона приєднання) на межі 
тіла густого з ’єднання. Тип k : р : d густого з’єднання відповідає граничним розмірно
стям (ε 0) тіла з ’єднання, зони приєднання та кожної з приєднаних тонких областей 
відповідно.
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Останнім часом крайові задачі в густих з ’єднаннях інтенсивно досліджуються ([7]- 
[11], [14], [24|-[26]), оскільки такі з ’єднання є прототипами багатьох сучасних інженер
них конструкцій, таких як мікро-електромеханічні системи, а також багато інших фі
зичних та біологічних систем з дуже відмінними характерними розмірами і складною 
структурою. Так, в енергозберігаючих технологіях очистки води від шкідливих органі
чних домішок почали використовувати густі абсорбери (поглиначі), які мають форму 
густих з ’єднань ([17]).

Незважаючи на величезний прогрес обчислювальних засобів, неможливо знайти 
прийнятні чисельні розв’язки крайових задач в таких областях, оскільки збільшен
ня кількості компонент для густої мультиструктури природно приводить до суттєвого 
збільшення часу обчислень та істотно ускладнює підтримання прийнятого рівня точно
сті. Таким чином, важливою задачею прикладної математики є асимптотичний аналіз 
крайових задач в таких областях. Метою цього аналізу є розробка строгих асимпто
тичних методів для крайових задач в густих з ’єднаннях різних типів. їх суть полягає 
у вивчені асимптотичної поведінки розв’язку задачі, коли кількість компонент густо
го з ’єднання необмежено зростає, а їх товщина прямує до нуля. Асимптотичні методи 
дають обгрунтовану можливість замінити складні моделі більш простішими і вже далі 
проводити чесельний аналіз для простішої задачі (див., наприклад, [26|).

Крайові задачі в густих з ’єднаннях при прямуванні до нуля параметра збурення ε 
мають свої специфічні труднощі. Як показано в роботі [31], крайові задачі в густих 
з’єднаннях втрачають коерцитивність при ε —* 0, що значною мірою ускладнює асим
птотичні дослідження. Зауважимо, що першими роботами в цьому напрямку були ро
боти [3]-[5], в яких вивчена асимптотична поведінка функції Ґріна задачі Неймана для 
рівняння Гельмгольца в необмеженому густому з ’єднанні. В роботах [18[—[21 [, [27]—[ЗО] 
дана класифікація густих з ’єднань, розроблено строгі асимптотичні методи досліджен
ня основних крайових задач математичної фізики в густих сингулярно вироджувальних 
з ’єднаннях різних типів, побудовано перші члени асимптотики та доведено асимптоти
чні оцінки, вивчено вплив крайових умов, які задаються на межах густих з’єднань, та 
геометричної конфігурації густих з ’єднань на асимптотичну поведінку розв'язків.

В даній роботі у густому з ’єднанні розглядається крайова задача Сіньоріні. Вперше 
така задача, відома тепер як задача Сіньоріні, була поставлена самим Сіньоріні у [35]. 
Суть такої крайової задачі полягає в тому, що на межі області можливе виконання двох 
крайових умов Діріхле або Неймана, і наперед не відомо на яких частинах межі зада
ються ці умови. Математично така ситуація описується наступними співвідношеннями:

u <  g , д„и < d , \.  ̂ > на (ЛІ.
и — g) (dvu — d) =  0 J

В роботі [35| автор їх називає “сумнівні крайові умови”, оскільки апріорі невідомо, яка із 
двох умов і де виконується. Згодом ці умови стали називати умовами Сіньоріні. Крайові 
задачі зустрічаються в теорії розповсюдження тріщин в пружних середовищах, в теорії 
оптимального керування, гідрогеології, метеорології, теорії пластичності (див. [2], |6]). 
Цікаві асимптотичні властивості виявлено при дослідженні крайових задач Сіньоріні в 
перфорованих областях (див. [1], [32]).



В даній роботі розглядається параболічна крайова задача у густому з ’єднанні і L-. яке 
є об’єднанням деякої області Ω0 та великої кількості тонких криволінійних циліндрів, 
на бічних поверхнях яких задано однорідні крайові умови Сіньоріні. Зауважимо, що 
еліптичні задачі Сіньоріні в густих з ’єднаннях типу 2:1:1 та 3:2:1 були досліджені в 
роботах ([16], [26]).

Структура роботи виглядає наступним чином. Постановка задачі описана в перто
му розділі. В розділі 2 сформульовано основний результат та обговорено основні твер
дження і деякі елементи /доведення теореми збіжності. Різні означення узагальненого 
розв’язку початкової та усередненої задач сформульовані в розділі 3. Також в ньому 
отримані існування та єдиність цих розв’язків та певні їх властивості. В четвертому роз
ділі ми отримаємо апріорні рівномірні оцінки для узагальненого розв язку початкової 
задачі. Основна теорема збіжності доведена в останньому розділі.

1 П о с т а н о в к а  з а д а ч і  

Нехай а та h — додатні дійсні числа, N  — велике натуральне число, ε =  fj.

Рис. 1: Модельне густе з’єднання типу 3:2:1.

Розглянемо модельне густе з'єднання Ωε (див. рис. 1) типу 3 : 2 : 1 ,  яке складається 
з тіла Ω0 =  {:г =  (жі. х2, Хз) Є Ж3 : x' =  (хи х 2) Є Ξ0 =  (0, а) х (0, α), ~ ί {χ') < хз < 0} та
великої КІЛЬКОСТІ ТОНКИХ криволінійних ЦИЛІНДРІВ GV =  и ?._/=0 ^ε(ΐ) j) ;

Ge(i,j)  =  I Ж Є Ж3 : 0 < х3 < /і, ( у  -  ^ -  /:) +  ^ -  j )  < Р2(жз)| , (1)

де задані функції 7 та о — гладкі та додатні на [0, о] х [0, а] та [0, її] відповідно. Крім 
того, 0 < ρ <  Очевидно, що тонкі криволінійні циліндри заповнюють паралелепіпед 
Ω+ =  Ξ0 x (0, h) в граничному переході при N  —> +оо (або ε —» 0).

Зауваження 1.1. Можна також розглядати більш загальний випадок криволінійних 
циліндрів

Ge(i ,j )  =  { x e  R3 : 0 < х3 < h, (ε_1χι -  і, ε~ιχ2 -  j )  Є ω(χ3)}, (2)

д е ω(χ3) -  плоска область, що належить внутрішності квадрата {£' =  (ξι, ξ2) ■ 0 < ξι < 1.
0 < ч2 < 1} для всіх х3 Є [0, h], та така, що поверхня {(£', j:3) : ξ' Є Οω, ;г3 Є [0, h}} 
гладка.

В області Ωε розглядається наступна крайова задача:

ч'т [x . t ) =  A rUg(x, t) +  f (x ,  t), (x. t) є  ΩΓ x (0 ,Τ).
Us(x.t) <  0, dvus(x,t)  <  0, (x,t)  Є Se x (0.Г).

us[x , t )dvue(x,t) = 0, (x,t) Є Se x (0,T),
ue{x,t) =  0, (x.t) Є Г £ x (0,Г ), (’

duu£(x, t) =  0, (x, t) Є (Щ - \ (Se U Γε)) x (0, T),
щ(х,0)  =  0, x  e Ω: x {t =  0},

де -  зовнішня нормальна похідна, u!e := Se — об’єднання бічних поверхонь
тонких циліндрів, а Ге — об’єднання верхніх основ циліндрів Ge при х3 =  h.

Задана функція /  належить простору L2(ili х (0,Т)), припускаємо, що для неї існує 
слабка похідна f  гака, що

/ '  Є Ι/2(Ωι х (0, Т ) ) .  (4)

де Ωι =  Ω0 U Ω+, Ω+ =  Ξ0 χ (0,h), Ξ0 =  {x  : x' =  ( х і ,х2) Є (Ο,α) χ (Ο,α), χ3 =  0} · 
Будемо також використовувати позначення Eh =  {ж : х1 Є (Ο,α) χ (Ο,α), х3 =  h} .

Відомо, що для кожного фіксованого значення ε існує єдиний узагальнений розв’я
зок щ задачі (3) (див. підрозділ 3.1). Нашою метою є вивчення асимптотичної поведінки 
узагальненого розв’язку иє задачі (3) при ε —> 0, тобто, коли число тонких криволіній
них циліндрів необмежено зростає, а їх товщина прямує до нуля.

2  Ф о р м у л ю в а н н я  о с н о в н о г о  р е з у л ь т а т у  т а  й о г о  о б г о в о р е н н я

Позначимо через u продовження нулем функції u на паралелепіпед Ω+ =  Ξ0 x (0, h) x 
(0, T), який заповнюється тонкими криволінійними циліндрами при ε —> 0, а саме

л _  ί Φ , ί ) ,  (x,t) Є Ge х (0 ,Г ), . ,
п [хЛ )~  I ο, ( χ , ί ) € ( Ω + \ σ θ χ ( ο ,Γ ) .  (5)

Нехай ζ (χ3) =  ω(χ3) =  {£ ' Є ]R2 : (& -  і )2 +  (ξ2 -  \)2 < ρ2(χ3) }  , де |w(ar3)|
іца ω{χз), a Ιω(χ3) — довжина Οω(χ3) для кожного фіксованого .г3 Є [0, h}. 

Також визначимо характеристичну функцію

пло-

ХсЛх) =
1, х Є GF ,
0 , X  Є Ω+ \ Ge.

Відомо (див. [24]), що χοε |ω| слабко в L2(Q+) гіри ε —> 0.



Теорема 1. Послідовність розв язків иє задачі (З) задовольняє співвідношення:

иє |qq -—ї и0 слабко в Η [(Ω0 χ (0, Т)),

ιΖ - —)■ \u}(xs)\uq слабко в L2(0,T; Ζ,2(Ω+)),

0Хзиє \и(х3)\дХзи£ слабко в L2(0, Т; Ι/2(Ω+)),

дХіиє — г 0 слабко в L2(0, T; L2(0 +)), (г =  1, 2)

dtus — ї \u)(xz)\dtUQ слабко в Σ2(Ω+ х (0, Т)),

та функція
и(). (.r, t ) Є Ω0 х (0. Г)

"о (x.t) =

при ε ? 0.

(6)

(x,t.) Є Ω+ χ (Ο,Τ)

(-· єдиним розв язком такої крайової задачі

' c\uq{x , t) -  A xUq (.і:, t) =  f { x , t), (ж, i) є  Ω0 X (0, Τ),

|ω(χ3)| dtu£(x,t)  -  # ,:!(Μ ·τ3)| dX3u$(x,t))  <  \u(x3)\f(x,t), (x,t) Є Ω+ χ (Ο,Τ),

u£(x,t)  <  0, (хЛ) Є Ω+ χ (Ο,Τ),

u+ ( - μ ΐ ^ <  +  dX3(\u\dX3u+) +  Μ / )  = ο, (x,t)  є  ω + χ (ο .τ ).

«0 (χ-',Ο,ί) =  < (χ ',0 , ί ) ,  (^ ,Ο ,ί) Є Ξ0 X (Ο,Τ), (8)

& 3« ό ( ^  0. *) =  Μ °)Ι °. <)> (■*’'· ° ’ ο  є  Ξ„ X (0, Τ),
duUQ(x,t) =  0, (x,t) Є (<9Ω0 \Ξ0) χ (Ο,Τ),

u^(x'Ji,t) =  0, (x ' ,h , t ) Ε Ξ /,χ  (Ο,Τ),

k Μο(χ,Ο,ί) =  0, :г Є Ωχ,

яку будемо називати усередненою задачею для задачі (3).

2.1 Обговорення

Результати, наведені вище, показують, що крайові умови істотньо впливають на асим
птотичну поведінку розв'язку задачі (3). А саме, ми бачимо, що умови Сіньоріні иє <  0, 
9,Ah <  0, щ dvue =  0 на бічних поверхнях Se криволінійних циліндрів та параболічне 
рівняння и'е =  Δ  χηε +  / b G £ x  (0, Т) трансформуються (при ε -> 0) в наступне поточкове 
одностороннє обмеження Uq(x, t) < 0 та диференціальну нерівність

\oj(x3)\dtu^{x,t)  -  dX3(\u(x3)\dX3u+(x,t)) <  \u(x3)\f(x,t )  

для кожного (x.t) Є Ω+ χ (0,Т), які пов'язані між собою співвідношенням

>4(χ, t)(-\u}(x3)\dtu%(х, t ) + d X3 (|ω(χ3)| 0X3Uq (x , t)) +  |w(.r3)| f ( x , t)) =  0 в Ω+ χ (0, T).

Для доведення даної теореми ми використовуємо інтегральний метод розвинений в 
119, 21, 24]. суть якого полягає в застосуванні спеціальних нерівностей в граничному 
випадку та доведенні рівномірних оцінок. Для нашої задачі — це нерівність (28).

Як було показано в [12, 13] для усереднення параболічних задач в перфорованих 
областях потрібно вимагати додаткові припущення на початкові умови параболічної 
задачі (див. також [33]). Подібна ситуація зберігається для параболічних задач в густих 
з ’єднаннях. Для нашої задачі — це додаткова умова (4), за допомогою якої ми покажемо 
(див. підрозділ 3.1), що

dtue Є L2(0, Т; Η ι(Ωε, Ге)) П L°°(0, T; L2(i\)).

Далі використовуючи метод штрафу, отримаємо рівномірну оцінку для ||9<ие|І£,2(£2еХ(0,т)) 
відносно параметра ε (див. розділ 4). На основі цієї оцінки та інших оцінок ми пере
ходимо до границі в варіаційній нерівності (13), що відповідає задачі (3) та отримуємо 
варіаційну нерівність (26), що відповідає усередненій задачі (8).

З О з н а ч е н н я  у з а г а л ь н е н и х  р о з в ’я з к ів , їх  іс н у в а н н я  т а  є д и н іс т ь

3.1 Існування та єдиність узагальненого розв'язку задачі (3)

Нехай (·, ·)ε — дужки спряження між простором Η [(Ωε, Γε) =  {u Є Η ι(Ωε) : щг =  0} 
та спряженим до нього (Η ι(Ωε, Γε))*. Припустимо, що існує класичний розв'язок задачі 
(3). Домноживши рівняння задачі (3) на функцію и.: , проінтегрувавши частинами в Ωε 
та використавши крайові умови для иє, отримаємо таку рівність

(ні, иє)є +  j  ν» ,ε · Vvc- dx =  J  f  Ug dx. (9)
nc Qe

Розглянемо наступні функціональні простори

W e(0,T) =  {t- Є L2(0, T ; Я 1(Ωε, Γε)), 3v’ Є L2(0, T; (Я 1̂ ,  Γε))*)},

^ ( 0,Г )  =  { ^ Г ( 0,Г ) :  v ( ;0 )  =  0}.

Зауваження 3.1. З огляду на твердження 1.2 ([34/, с. 106) простір W s(0,T) вкладає
ться в простір (7([0, Τ]; Ζ/2(Ωε)), тому рівність υ(·. 0 ) =  0 має сенс.

Також визначимо такі функціональні множини

Кє — {w є  Я 1(Ωε,Γ ε) : v\se <  0 па 5ε},

/С  =  {υ Є \¥Є(0,Т) : v(-,t) Є К є для майже всіх t Є (0 ,Т )},

ΚΡε =  {υ Є Wq (0, T) : υ(·, t) Є К є для майже всіх t Є (0, Г )},

де v\s позначає слід функції ν на поверхні S.
Очевидно, що Κ ε — замкнена та опукла множина в Я 1̂ !.-, Γε).
Домножимо рівняння задачі (3) на довільну функцію ψ Є К є та проінтегруємо в Ωε. 

Аналогічно як це було зроблено раніше, використавши крайові умови, отримаємо

(\ι'ε,φ )ε 4- /  Vu£ -'4<^dx=  /  f  φ dx +  / dvue ψ da. (10)



Оскільки д„ис < 0 та φ < 0 м. с. на Se х (0, Т), то /  φ da >  0. Використовуючи
ss

останню нерівність, з рівності (10) отримаємо, що

{ιιε,ψ)ε +  J v u r - W i p d x y  J f< p d x .  (11)
пє ά-

Означення 3.1. Узагальненим розв’язком задачі (3) називається функція иє Є К!1, яка 
задовольняє рівність (9) та нерівність (11) для майже всіх t Є (0, Т) та для довільної 
функції φ Є К є.

Означення 3.2. Узагальненим розв'язком задачі (3) називається функція us Є Κ?ε, яка 
задовольняє нерівність

(?4, Ψ -  иє)є +  / Vue · ν (φ  -  ue)dx >  / /(φ -  us) dx (12)
Ω ε ih

для майже всіх t Є (0, Т) та для довільної функції φ Є /νε, або, що еквівалентно, 
наступну нерівність

т т тj (αε. φ -  ue)edt +11 ' v('̂  -  "=) dxdt -  j j dxdt  ̂-r e (13)
ο ο  ω £ 0 Ω Γ

Покажемо, що означення 3.1 та 3.2 еквівалентні. Віднімаючи рівність (9) від нерів
ності (11), отримаємо (12). Взявши φ =  0 в (12), маємо, що

(η'ε,ηε)ε + j  Vu£ · Vue dx <  J  fugdx.  (14)
Ω ε Ω ε

Поклавши φ =  2u£ в (12), ми одержимо обернену нерівність

('<4 , Ιίε)ε +  I  Vм£ · Vv/.s dx > J  f u e dx. (15)
he ih

Отже, (9) виконується. Взявши φ =  ψ +  иє в (12), де ψ довільна функція з К є, маємо 
(11). Очевидно, що наступний функціонал

т т
[F,v)£d t :=  f  І f v d x d t , ν Є L2(0, Т; Η ι (Ωε, Γε)),

ο ϋ Ώε

належить простору L2(0, Τ; ( # : (Ωε, Γε))*). Крім того, на підставі (4) існує узагальнена 
похідна F', така що

Тепер легко переконатися, що всі умови (одна із них це є включення (16)) теоре
ми 2.1 ([15, Глава 6|) для задачі (3) виконуються в сенсі означення 3.2, і як наслідок з 
цієї теореми задача (3) має єдиний розв’язок ιιε такий, що

пє, <  Є L \ 0, Т : Η \Ω ε, Ге)) П L°°(0, Т; Ι 2(Ωε)).

3.2 Існування та єдиність узагальненого розв'язку задачі (8)

Розглянемо частково анізотропний простір Соболева

%(Ωι;Ξ/,) =  { u Є ί/2(Ωι)| dr^u Є £ 2(Ωι), и|п0 Є Я 1(Ω0), u\s.h =  0}.

З властивостей анізотропних просторів Соболева (див. |36[) випливає, що сліди обме
жень и+ :=  u|Ω+ та іГ := и\П() па Ξ0 рівні. Крім того, оскільки сліди функцій з ЩГі\; Ξ/J 
дорівнюють нулю на Ξ/j, існує стала Cq така, що

/ u2dx < С0(^І |Vii |2 dx +  J \dX3u+ \2 dx'j для всіх u Є Ή(Ωι; Eh).
Ω ι Ω 0 Ω +

В просторі 7^(Ωι; Ξ/,,) введемо норму || · \\ц, ЩО породжена скалярним добутком

(u,v)H =  j  V'u“ · Vv~dx  +  J  \ио(хз)\дХяіі+ dX3v+ dx, u, υ Є Ή(Ωι, Ξ/(). (17)
Ω0 Ω +

Також розглянемо простір ν(Ωι) =  L2( L) із скалярним добутком

(u, v)v =  J  uvdx  +  У  Щ хз) I u v dx.
Ωη Ω +

Очевидно, що вкладення Ή(Ωι, Ξ/,) С  ν(Ω ι) є щільним та неперервним. Тому ми можемо 
розглянути трійку просторів Н  С  V С  Н *  з відповідними дужками спряження (·, -)о між 
П та Я*, де Ч  :=  Ή(Ω1,Ξ/ι), V :=  ν (Ω ,) та Ή* := (Ή(ΩΧ, ΞΛ))* ·

Припустимо, що існує гладка функція щ , що задовольняє співвідношення усередне
ної задачі (8). Домноживши рівняння задачі (8) на функцію и0 , проінтегрувавши по Ω0 
та використавши крайову умову на <9Ω0 \ Ξ0, знаходимо

dtiiQ Uq dx +  J  Vuq · V  »o (ίχ =  J  f  dx — J  (дхли̂  Uq)\x =̂q dx'. (18)
Ωο Ωο Ωο

Проінтегрувавши четверте рівняння задачі (8) в Ω+ та використавши крайову умову 
на Ξ/j, маємо

'& '+  I M la il& u J  “ ί  <i-r.

(19)

І хз =0
Ω+

+ / |ω(χ3)| 9Ι3«ο ^ » « 0 *  =  /  І^(жз)| / « ο  dx-
il+  Ω +



Додамо (18) та (19). Використовуючи умови спряження для та и(}, отримаємо

(dt,uo,uo)v +  («о, щ )ч  =  (/> uo)v■ (20)

Розглянемо наступні функціональні простори

W(0, Τ) =  {υ  Є L2(0, Г; Ή), 3 υ' Є L2(0, Τ; Ή*)},

Wo (Ο,Τ) =  { «  Є УУ(0,Г) : ν(-,0) =  0}.

Також визначимо такі функціональні множини

K 0 =  { v e H :  r < 0 м. с. на Ω+},

/Со =  { r  Є W(0, Т) : г( ·. 0  Є К 0 для майже всіх t Є (0. Т)},

/Со =  {ν  Є Wo(0, T) : v(-J) Є К0 для майже всіх £ є (0 ,Т ) } .

Очевидно, що А'о — замкнена та опукла в Ή(Ωι,Ξ/,.).
Домножимо перше рівняння задачі (8) на φ з К0 та проінтегруємо в Ωο· Аналогічно, 

як описано вище, маємо

j  dtaQ φάχ  +  J  Vu0 · ν φ ά χ  =  J  f  φάχ — J  (дХяиф r )|X3=0 dx'. (21)
Πο Ωο Sio Ξο

Другу нерівність домножимо на та проінтегруємо по Ω+. Оскільки ,5 < 0. виводимо 

J ' |ш(ж3)|9jUo φ dx~\~ j ‘ |си(ж3)І дХ я 9ΧΛφάχ

S2+- Ω +  _ (22)

>  J  ( | ω ( ζ 3) | 0 * 3« ο  ¥>)|Χ3=0 ^  +  /  Μ ^ Ι / ν ^ χ .
Ξο S2+

Додавши (21) та (22) та використавши другу умову спряження на Eh, маємо

(dtuo, φ ) ν  +  ( « о ,  ψ ) η  >  (/> ψ )ν ·  (23)

Отже, класичний розв'язок усередненої задачі (8) задовольняє співвідношення (20) 
та (23). Використовучи їх, ми можемо дати наступні означення узагальненого розв'язку 
задачі (8).

Означення 3.3. Узагальненим розв'язком задачі (8) називається функція и0 Є /Cq, яка 
задовольняє рівність

(dt'llо, Uq)o +  ( =  (f,Uo)vi

та нерівність
{(%Щ, φ )ο  +  ( u0 i φ ) η  >  { ί ι ψ ) ν  

для майже всіх t Є (0, Т) та для довільної функції φ Є К 0.

Означення 3.4. Узагальненим розв'язком задачі (8) називається функція щ  Є /С'||. яка 
задовольняє нерівність

( d tUo, φ -  u 0 ) о +  ( и 0) φ  ~  и 0 )п  > ( / , < £ -  u0)v (24)

для майже всіх t Є (0, Т) та для довільної функції φ Є I\q.

Аналогічно, як ми довели еквівалентність означень 3.1 та 3.2, можна показати екві
валентність означень 3.3 та 3.4. Наведемо ще одне означення.

Означення 3.5. Узагальненим розв'язком задачі (8) називається функція и0 Є К°, 
яка задовольняє нерівність

(dtuo, Ψ -  «о)о + (ψ, ψ -  щ)п >  (Λ V7 -  «ο)ν (25)

для майже всіх t Є (0,Т) та для довільної функції ψ Є А’о. або, що еквівалентно, 
наступну нерівність

т т т

I  (<9*1/0, φ -  i/o) о dt +  U o ) u  dt >  j  ( / ,  φ -  u0)y dt, V ̂  Є /C0. (26)
0 0 0

Щоб показати еквівалентність означень 3.4 та 3.5, додамо нерівність

J ν(ιρ  -  ίί,7) · ν ( φ -  Uq ) dx +  J  \ω(.r3) I it,(v? -  «ο ) ^хз(v? ~ "o ) > °
S20 12+

до нерівності (24), та отримаємо (25).
Взявши φ — щ  +  s((P — щ)  в нерівності (25), де ф довільна функція з А0 та s Є [0,1], 

маємо (dtuo, '0 — «о)о +  (г/-о +  s (Ф — и0), 0 — и0)я > ( / ,  V; — ^ο)ν· Перейшовши до границі 
при s —> 0, одержимо (24).

Розглянемо наступний функціонал

7’ Т

(F0,v)0d t :=  J  ^  J  /  /; dx +  J  |ω(τ3)| fvdx^jdt, ν Є L2(0, T; Я ).
0 0 S20 S2+"

Очевидно, що F0 належить простору L2(0, Τ; Ή*). Завдяки (4) існує узагальнена похідна 
А, така, що

Fq Є і 2( 0 ,Т :Г )  та (27)
г г

У  (Fg, υ)0 dt =  j  ^ У  f  v dx +  J  |ω(χ3)|/' f  rit v e A2(0, T; Ή).
0 0 i20 S2+

Отже, всі умови (одна з них — це (27)) теореми 2.1 ([15, Глава 6]) виконуються для
усередненої задачі (8) в сенсі означення 3.4, і, як наслідок з цієї теореми, задача (8) має 
єдиний узагальнений розвязок щ  такий, що щ, u'Q Є L2(0,T:'H) П L°°(0, Т; L2(Ωl)).



4  А п р і о р н і  р і в н о м і р н і  о ц і н к и

Для усереднення крайових задач в густих мультиструктурах з неоднорідними умо
вами Неймана чи умовами Фур’є на межі приєднуваних тонких областей використо
вується метод спеціальних інтегральних тотожностей ([‘22, 24]). Для нашої задачі ця 
тотожність має вигляд (див. [24, глава 2])

г /  , ‘Ax), d<T; - -  =  [ « і з ) 'fidx +  є f v e Y ( i ' , x 3)\ ή · ν χ,φάχ  (28)

І>£ Uf Сгг
для всіх φ  Є H l(G; ), де функція Y  єдиний розв’язок наступної задачі

42

Α ξ Ύ  =  С(і'з) в Ц яз), 9„>(ξ')Υ =  1 на <9ω(χ3), j  Υ (ξ ' .χ3)άξ' — 0,

де ξ' =  χ '/ε , г/(£') =  (/'ι(ξ')> 2̂ (£'))· Далі періодично продовжимо розв’язок У по £г та

В [24] були доведені такі нерівності

sup|Ve F(e, ,x 3) L = ^ | < C 'o , (29)
■ (Λ

ε j' φ2 dax < С\ | ε2 J |VT'(̂ |2 dx + j φ2 dx ) , (30)
SE \  Ge Ch

J φ2 dx < C2 I ε2 j |VX/^|2 dx + ε j  φ2 dax j . (31)
Ge \  Ge Se /

ІМІ/ЛЯ-) <  0 3ε~*\\φ\\Ηι(Ge) для всіх φ Є H x{Ge). (32)

Зауваження 4.1. Тут і надалі всі сталі {С,} та { с г} в нерівностях не залежать від
параметра ε.

і
Л ема 4.1 ([23]). Норма ЦиЦяча) =  ( f Qi (\Vuj2 +  u,2) dxj в / / ] (Ωε, Ге) та норма || · ||е, 
що породжена скалярним добутком

(u, υ)ε =  І V u ■ Vv dx, u, ν Є Я 1(Ωг, Γε),
Не

рівномірно еквівалентні, тобто існують сталі С\ > 0 та ε0 > 0 такі, що для всіх є С= (0, εο) 
та для всіх u Є Я 1^ ,  Г,) викопується оцінка

Використовуючи нерівність Коші-Буняковського та нерівність Коші 2оЬ < δά2+δ  і62
з δ > 0 та довільними додатніми числами а та Ь. за допомогою (33) отримаємо з (9), що

(гіє,щ )є +  J \ V u e\2dx < 0)5ι||νωβ|β2(Ωί) +  сі(1 +  6ї 1)\\/\\І2Ш
Пе

для майже всіх t Є (0,Т ). Вибираючи (5] так, щоб cq δ\ <  маємо

щ ) е +  j I'V u e \2 d x  <  C2 W f W h n e )  (34)

для майже всіх t Є (0,7 і). Інтегруючи (34) по (0, t) та використовуючи співвідношення
ΙΙ,ε)ε =  \ f t (||ие|І£2{їгг)) ■ виводимо

max
ЇЄ(0.

їх \\u£(t)\\L2(ue) +  II II (І2г-,г£)) — Сз||/Ііі2(() ,T-L2(Qe))· (^ )

Оцінимо Hut IIί,2(Ωεх(ο,τ))· Для цього ми застосуємо метод штрафу. Розглянемо таку 
наближену задачу

( 36)

dtude(x,t) =  A xu*{x,t) +  f (x , t ) , (x,t) e Ωε χ (Ο,Τ),
dvui =  - W ) + > (x , f) Є 5'ε χ (Ο,Τ),

u*(x,t) =  o, (x,t)  e Γε χ (Ο,Τ),
d u u %  v , t ) =  o, (.x , t ) Є (<9Ωε П ΟΩ0)

k ut{x,0) -  0, x Є Ωε,

де δ - довільне додатне число,

(«ί)+ =
щ, якщо u'l >  0;
0, в протилежному випадку.

Нагадаємо, що функція ні Є 7 2(0, Т: Η ι (Ω,ε, Γε)) така, що dtuse Є 7 2(0, Т; (Я 1(Ωε, Γε))*)
— узагальнений розв’язок (36), якщо u‘l(·, 0) =  0 та виконується наступна інтегральна 
тотожність

(θ^ιόε,φ )ε +  j  Vuf ■ V f  dx +  ^ ^(ΐίε)+^ ά τ  =  j  f  φ dx (37)
Se ne

для довільної функції ψ Є 7 2(0, Т ; Я 1 (12=-, Γε)) та для майже всіх t Є (0, Т).
Знову, внаслідок (4), маємо, що dtu6e Є 7 2(0, Т; Η 1(Ωε, Γε)). Тому ми можемо взяти 

φ — Oful в (37) та отримаємо для всіх t Є (0, Т), що

t t t

\dtid(x,T)\2dxd,T +  -  j\'Vi4{x,t)\2dx +  ~ J J ( u i ) +dtu5sda dr — J J  f  dfU* dxdr. (38)
o n? h, o Se o

Оскільки



го внаслідок (38) має місце наступна оцінка

\\ді4\\ьЧпє х(0,Т)) ^ II /II £2(Ωε χ (Ο,Τ)) < Cl· (39)

Взявши φ =  ut в (37), маємо

I  д tu\ 4 dx +  j  IVitfl2 dx +  ^  j (ιξ)+4 d a  =  J  f  4 d x  (40)

Ωε Ωε SE Ωε

для майже всіх t Є (Ο,Τ). Враховуючи те, що

її' .· ' 'I' I hr ■ 0. ( 41)

аналогічно як при доведенні оцінки (35 ). виводимо з (40)

ш а х  IIUg(i) II£*(«,) +  ||и*|ка(0,Т:НМПе,ге)) ^  С 2. (42 )

Використовуючи оцінки (39) та (42), отримуємо ||#ΐ(Ωεχ(ο,τ’)) < С3. Тому існує фун
кція ws Є Η ι{Ωε χ (Ο,Τ)) така, що

4  w£ слабко в Я 1^ ,; х (0 ,Т )), (43)

use — > иіє сильно в Ι/2(Ωε х (Ο,Τ)) (44)

при ε —> 0. Доведемо, що ws — розв'язок задачі (3).
Перейдемо до границі при <5 —> 0 в тотожності (37), та проінтегруємо н по (0,Т) з 

довільною тестовою функцією φ =  ν Є /С . Використовуючи те, що

т
<5\ +(иє) ν da dt <  0

о J s e

та збіжності (43) і (44), виводимо

т Т Т

dt we vdxdt +  J  J  Vwe - V v d x d t >  j  J  f v d x d t  V v Є Κ,ε. (45)
o Ωε ο Ωε ο Ωε

Взявши φ =  ut в (37) та враховуючи (41), виводимо

Отже, νυε задовольняє нерівність

т т т

()tuiF wedx dt +  J J |Vwe|2 dxdt < J j  f  w£ d/xdt. (46)
o ne ο Ωε ο Ωε

Віднімаючи нерівність (46) від (45), маємо

т т т

dtWg(v—ws)dxdt-\- /  /  Vwe-V(v — we) dx dt > j  /  f { v —w£)dxdt  V v  Є ІСЄ. (47)
0 Ωε 0 Ωε 0 Ωε

Отже, ws — узагальнений розв’язок задачі (3). Оскільки задача (3) має єдиний розв’я
зок, то ιυε =  иє та иє Є L2(0, Т; Я 1 (Ωε, Γε)), и'є Є Ι/2(Ωε х (0,Т)).

З (35) та (39) випливає нерівність

tmax ||Με(ί)||£,2(Ω£) +  ||«ε||ι2(ο,τ;/ /1(Ωε,Γε)) +  ||<9<̂ ε||̂ (Ωεχ(ο,τ)) ^ C\. (48)

5 Д о в е д е н н я  т е о р е м и  1

1. Використовуючи (48), маємо

11 Ці,2 (Ο,Τ;#1 (По)) < Co, \\dt Ue ||/,2(Ω0 χ(ο,Τ)) < C0, ||«ε||ί,2(0,Τ;ί,2(Ω+)) <  C0,

\\9XiUs\\L2^:r-L2(n+)) < Со, І =  1 , 2 , 3 ,  ||̂ ί«ε||ΐ2(Ω+χ(0,Τ)) < Co.

Тому можна вибрати підпослідовність {ε7} С {ε }  (яку знову позначимо є) таку, що

иє|ω0 «0 в Η^Ωο X (0,Т)),

щ |ш(жз)| (|ш(хз)|- 1м) =: |ω|ΐίο в L2(Ci+ х (0,Т)),

Or.ii, 7і в Ζ,2(Ω+ χ (Ο,Τ)), і = 1,2,3,

rV , - А  74 В L2(Q+ х  (0,Т)),
(4 9 )

де iig , «g , 7ι, 72, 7з, 74 — деякі функції, які будуть визначені згодом.
Спочатку визначимо 73. Для довільної функції ф Є 6 ο°(Ω+) маємо

~ І дг
ρ'{χ3) иє ф 
1 +  ε'2\ρ'(χ;

Ω+ Ge Ge Ss t v · - .  Ω+

дХзи£ ф dx =  д хзи є ф dx =  -  І и є дХзф dx -  ε dax =  -  ие дХзф dx
V 1 + ε \(/{хз)\

-  J  е'(хз) С(яз) Щ ф dx +  ε j  ρ'(χζ) 4ζ>Υ(ξ', χ3) |ξ,=2/ · V x/(u£ ф) dx (50)
Ω + Ge

для майже всіх t Є (0,Т). Використовуючи (29) та (48), перейдемо до границі в даній 
тотожності при ε —> 0, та отримаємо

7з ф dx =  — J  (|со’(:Гз) I Mq дХзф dx +  |со'(.Сз)|' Uq ф) dx для майже всіх t Є (0, Т),
Ω +  Ω+



звідки маємо, що існує узагальнена похідна дХз u.q та 73 =  Щхз)| дХзи£ м. с. в Ω+ χ (0, Т). 
Аналогічно визначимо 74. Легко переконатися, що 

т т
dtue ф dxdt =  — j  J ue dt0 dxdt Уф Є (7^°(Ω+ χ (0. T)).

ϋ ω+ ο Ω+
Перейдемо до границі в даній тотожності, використовуючи другу та останню границю 
в (49), одержимо

г  Т

7 і ф dx dt =  — j  j  \uj(x3)\uq dti' dxdt \/ф Є (7£°(Ω+ x (Ο,Τ)), (51)
I) 12+ II 12 +

звідки маємо, що 71 =  |и;(;Гз)|^м0 м. с. в Ω+ х (0, І ).
Тепер визначимо 7 ,/' — 1, 2. Розглянемо функції Υι(ζί) — —6 +  [&], 1 =  1· 2, Де й  

ціла частина t. За допомогою цих функцій виберемо наступні тестові функції

φ ,.(ϊ,ί) =  i ° ’ ( і , і )Є І 1 о Х (0 ,Г ) ,  V-0 є  0™(Ω+ χ (Ο,Τ), ф >  0.
U » i ( b )  # (* .«), ( i , i ) e G , x ( 0 , D ,  і =  1,2,

Оскільки У, <  0 та ф >  0, то Ф* Є К є. і =  1,2. Легко переконатися, що

УФг = 1 ν' +  εΥ\ 9χιφ, εΥ\ 1(т)1 дХ2ф,

УФ2 = 1[εΥ2 )  дхіф, - φ  +  εΥ2 (f)1 дх,ф, єУ2 ( J 9Хз0J , χ Є Ge.

Підставляючи Ф(, і =  1,2 в нерівність (11) для розв’язку иє та враховуючи те, що 
д\и£ Є Ι 2(Ωε х (0 ,Т )), маємо

7  ^ < 7 +  єУі
/ХЛ 
V ε /  9:<9.т2 <3х2

. . диє , / х л  диє дф , лл / x t\ диє дф
) д,и, Φάχ + j  ( - — </> +  еУі

6'е

T )6 s)*2 /-« (fi* "·
Ge

За допомогою (48), з попередньої нерівності виводимо нерівність

( \

/ 0Хіиєф dx dt < ε
. /  |ν

і ( - )  (v « e · V 0 -  /  φ +  0 ) | d;r dt
J

Ω + χ (Ο,Τ) ψ ε  X (Ο,Τ) /

< єсі f  (||Vii£||x,2(Ge)||V0 ||/,2(Ge) +  ||/||L2(Ge)||w||L2(Ge) +  ||9tWe||L2(G£)||̂ ||L2(G£)) dt

< tC'2 ll'i/’ (І L2(0,7';/il (12+)), * — 1)2,
звідки в границі (при ε —>- 0) одержимо

j  γ ψ  dxdt =  0 V'0 Є 6 ’ο” (Ω+ χ (Ο,Τ)), φ >  0.
Ω + х (0 ,Т )

3 (52) отримаємо, що 7? =  0, i =  1, 2, м. c. в Ω+ χ (0, Τ).

2 . Покажемо, що сліди |~0 та Uq |=0 рівні. За допомогою неперервності оператору 
сліду, компактного вкладення Я ^ 2(Ξ0) C L'2(EQ) та першого співвідношення в (49), 
маємо

иє(х',0, t) —̂  Uq (χ',Ο,ί) в L2(Z0) при ε - »  0 для м. в. t Є (0,Т). (53)

Розглянемо рівність

щ(х',0,t) =  χωο иє(х',0,і)  для м. в. (.χ',Ο,ί) Є Ξ0 х (0,Т), (54)

де \1і;п( 0 ,  ζ' Є R2, -  1-періодична функція визначена на квадраті Ξ0 наступним чином

W O  =
1, чс' є ^ ( 0),
0, [0,1] х [0,1] \Ц 0 ) .

Відомо, що χωυ (у )  — ї |ω(0)| слабко в Τ2(Ξ0) при ε -> 0. Звідси та з (53) отримаємо, 
що права частина (54) збігається до |ω(0)| Uq слабко в L2(Ξ0) при ε —> 0.

З іншого боку, за допомогою (28) маємо

Л 2 +  1 2 +

+  I C M  в ' М  (^з -  h) αε ф(х') dx

j  іїЛх'■ 0, t) ф(х') dx' =  -  j J  иє(х, t) ф(х') dx +  j  (x3 -  h) dX3us(x, t) ф(х') dx

(55)

+ ε j  ρ'Μ (χ3 -  h) ν ? Υ ( ξ ' , χ 3) \ςι=^  · \7х>(щф) dx
Ge

для майже всіх t Є (0, Т) та для довільної функції ф Є С™(Е0). Використовуючи резуль
тати збіжності отримані вище та переходячи до границі в (55) ирп ε —» 0, отримаємо 
наступну тотожність

j  \ω(0)\η^(χ',0,ί)φ(χ')άχ =   ̂І j  |о;(ж3)| (x,t) ф{х') dx + j (x;i -  Η)\ω(χ3)\dX:iu£{x, t) φ dx
Ξο N12+ 12 +

+ У (хз -  h) ζ(χ3) ρ'(χ3) \ω(χ3)\η£(χ,ήψ(χ') dx

(Ижз)| Uo Ψ(χΙ) + (χ3 -  h) Ф(х') дхз (|ω(χ3)| (ж, t))) dx

= I |ω(0)| Uq (x', 0, t) φ(χ') dx

Ω+

II
Ω+

для всіх ф Є С^°(Е0) та для майже всіх t Є (0,Т), звідки Uq (χ',Ο,ί) =  и0 (χ',Ο,ί) для 
майже всіх x' Є Ξο та t Є (0,Т).



3. В першому пункті ми фактично довели, що для майже всіх х  Є Ω+

щ(х,·)  ——> \uj\u q ( x , ·) слабко в Η 1 (0, Т) при ε —> 0. (56)

Оскільки иє|ί=0 =  о, границя (56) означає, що Uq |t=o =  0. Очевидно, що і Uq |t=0 =  0.
З (28) маємо, що для майже всіх t Є (0, Т) виконується наступна нерівність

0 < J ζ (χ3)ηε(χ , ΐ )φ (χ )ά χ  +  ε J  ν ξ>Υ(ξ', χ3)\ξ,=ΐ  ̂ · V ^ (« ,(x , t)<p(x)) dx (57)
Ω + Ge

для всіх φ Є (Ω+) таких, що φ < 0 в Ω+. Переходячи до границі в (57) при ε —>· 0, 
отримаємо

0 <  /  ф -'зК І (х, t) φ(χ) dx V ψ Є (7£°(Ω+), φ <  0,

Ω+
яка означає, що Uq < 0 м. с. в Ω+ х (0,Т).

Отже, (функція іЦ) визначена в (7) належить до множини /С[].

4 . З (48) та першої границі (49) виводимо, що иє(·, Τ)|ω0 — > и0 (·, Т) сильно в Τ2(Ω0) 
при є -»  0. Також з (48) випливає, що ми можемо вибрати підпослідовність {ε } ' С {ε}  
(яку знову позначимо через ε) таку, що

Τι,(-,Τ) < ( · .Τ )  слабко в L2(Q+) при ε - »  0.

Покажемо, що w+(x,Т) =  |о)(х3)\и£{х,Т), х  Є Ω+. Перейшовши до границі при 
;  - і  0 в наступній тотожності

т
J J dtue(x, t) v(x) dxdt =  j  ιΤε(χ,Τ) v(x) dx Vu G ^ ( Ω + ),

0 Ω+ Ω+
маємо

j  μ (χ 3)| 0tUu (χ , t) ν(χ) dx dt — j  v/',] (X) Л  ' ’(;r) dx Vu Є ί,2(Ω+),
(J Ω+ Ω+

або
/ |ω(.τ3)| Uq (χ, Τ) υ(χ) dx =  / Wq (χ ,Τ)  υ{χ) dx Vv Є Ι/2(Ω+).

Ω+ Ω+
Використовуючи слабку напівнеиерервність норми в гільбертовому просторі, маємо

liminf (||?/ε(·,Τ)|||2(Ωο) + ||ΐ7ε(·,Γ)||7;2(Ώ+) > ||u0 (·,Γ)||22(Ωο) + |||ω|«̂ (·,Τ)|||2(Ω+) = іI'w-o(·- Τ)||'ν·

З цієї нерівності отримаємо
г т

lim inf / dtus u£d x d t>  (dtUo,Uo)v dt. (58)
0 Ω,

5. Додамо нерівність

\ν(φ — иє)|2 dx +  J \δΧ3(φ — иє)\2 dx +  J \дХ2иє\2 dx +  j  \dXlиє\2 dx >  0
Ω0 Ge Ge Ge

до (12) та проінтегруємо її γιο (Ο,Τ). Тут у? — довільна функція з наступної множини

/Cq =  {(/? Є 0 : (Ωι χ [Ο,Τ]) : </? <  0 на Ω+, ψ =  0 на для всіх t Є [0,Т]} .

Використовуючи те, що 9tMe Є £ 2(Ωε х (0 ,Т )) маємо
г т т

ді ііє (φ — u£)dx dt +  j J S/φ ■ V(y? — иє) dx dt +  j  j  dx, u£ <9Xl φ dx dt
ϋ Ωε 0 Ωη 0 Ge
Г  T Г

+ У J dX2us δΧ2φ dx dt -f J J δΧ:ίφ δχ.Λ (φ — us) dx dt > J J /(φ — иє) dx dt, (59)
o Ge o Ge ο Ωε

яка може бути переписана у наступній формі

т т т т

dtu£Lpdxdt+ j J  0{ϋ,εφ dx dt — j J  dtue uedx dt +  j  J  V<p ■ V(</? — ue) dxdt
0 Ω0 0 S2+ 0 Ωε 0 Ω0

T T

+  дХіиє 8Χιφ dx dt +  / / дХ2иє δΧ2φ dx dt
0 Ω+ 0Ω+

T  T

Xh ( y )  φ dx dt -  /  /  δΧ3φ дхзиє dx dt
οω+ ο Ω+

T  T T

> J j  f  (ψ — αε) dxdt +  J J Xh (̂ — ĵ f  φ dxdt — J J fu £ dxdt. (60)
0Ω0 0 Ω+ 0 Ω+

Переходячи до границі (60) при ε —> 0 та використовуючи (58) та (49), отримаємо таку 
інтегральну нерівність

т r

dtUQipdxdt + J J \id(xs)\Otu^ψ dx dt
ο Ωο 0 Ω+

T  T

— / (dtUo uo)vdxdt 4- / / S/ψ ■ V  [ψ — u0 ) dx dt
0 0 Ωο

T  T

ω(χ3)\δ2χ.λψ dx dt -  j  J \ω{χΆ)\δΧ3φ dX3 u^dxdt
ο ω+ ο Ω+
τ  τ  τ

> J  J  f  (φ — u0 ) dx dt +  J  J \u(x3)\ f  φ dx dt — J  J  \uj(x3)\fuQ dx dt. (61)
i) Ωη 0 Ω+ 0 Ω+



Нерівність (61) може бути переписана у вигляді

Т т

/  (dtu0, φ -  «o)v dt+  (φ, ψ -  u0)n dt > I ( / ,  φ -  u0)v dt Vy1 Є /Cq. (62)

Оскільки множина /Cq щільна в /С0, інтегральна нерівність (62) виконується для всіх
φ Є /С0. Разом з включенням щ  Є /С§, яке доведене в 3 пункті, це означає, що функція
ио є узагальненим розв’язком усередненої задачі (8) (див. означення 3.5).

Враховуючи єдиність розв’язку задачі (8) зрозуміло, що всі описані вище міркування
мають місце для будь-якої підпослідовності {ε } , яку ми обрали на початку доведення.
Отже, теорему 1 доведено.
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We consider a parabolic Signorini boundary-value problem in a thick junction Ωε which is 
the union of a domain Ω0 and a large number of ε -periodically situated thin cylinders. The 
Signorini conditions are given on the lateral surfaces of the cylinders. The asymptotic analysis 
of this problem is done as ε —> 0 , i.e.. when the number of the thin cylinders infinitely increases 
and their thickness tends to zero. With the help of the integral identity method we prove a 
convergence theorem and show that the Signorini conditions are transformed (as ε -> 0) in 
differential inequalities in the region that is filled up by the thin cylinders.

Мельник T.A., Наквасюк Ю .А. Усреднение параболической краевой задача Синьорини в 
густом соединении типа 3:2:1 / /  Карпатские математические публикации. — 2012. — Т.4. 
№1. -  C. 90-110.

Рассматривается параболическая краевая задача Синьорини в густом соединении Ωε, 
которое являетея обьединением некоторой області! Ωο и большого количества ε— пери- 
одически расположенньїх тонких криволинейньїх цилиндров. На бокових поверхностях 
цилиндров заданньїе условия Синьорини. Изучено асимптотическое поведение решения 
гакой задачи, когда ε - »  0, т.е. когда количество цилиндров неограїшченно возрастает, 
а их толіцина стремится к нулю. С помощью метода интегральньїх тождеств доказана 
теорема сходимости и показано, что условия Синьорини трансформируются (при ε ->  0) 
в дифференциальньїе неравенства в області! заполняемой тонкими цилиндрами.

УДК 517.576

М у л  яв а  О .М .1, Ш е р е м е т а  М .М .2

НАЛЕЖНІСТЬ ДО КЛАСІВ ЗБІЖНОСТІ АДАМАРОВИХ 
КОМПОЗИЦІЙ ПОХІДНИХ ГЕЛЬФОНДА-ЛЕОНТЬЄВА 

АНАЛІТИЧНИХ ФУНКЦІЙ

Мулява О.М ., Шеремета М.М. Належність до класів збіжності адамарових композицій 
похідних Гельфонда-Леонт-ьєва аналітичних функцій / /  Карпатські математичні публі
кації. -  2012. -  Т.4. >  1 . -  С. 111-115.

Знайдено умови, за яких з належності до валіронового класу збіжності цілих функ
цій /  і g випливає належність до цього класу похідної Гельфонда-Лєонтьєва адамарової 
композиції функцій /  і g та адамарової композиції похідних Гельфоида-Леонтьєва цих 
функцій. Подібна задача розв’язана для аналітичних в одиничному крузі функцій.

Для степеневого ряду
зо

№ )  =  І > 2‘  (і) 
к=0

оо
3 радіусом збіжності R[f] Є [0, ос] і степеневого ряду 1(ζ) =  Σ  lkzk з R[f] Є [0. оо] і

к=0
4  >  0 для всіх к > 0 степеневий ряд

fc=о к+п

називається [3] похідною Гельфонда-Леонтьєва n-го порядку. Якщо l(z) =  є'-. то 
f ( z )  =  f H (z) є звичайною похідною n-го порядку. Зрозуміло, що не завжди ра

діус збіжності похідної Гельфонда-Леонтьєва ряду (1) збігається з радіусом збіжності 
цього ряду. Проте в [4, 5] доведено, що для того, щоб для будь-якого ряду (1) рівності 
R[f] =  +оо і i?[Z))'l)/]  =  +оо були рівносильними необхідно і досить, щоб

0 < lim y/lk/1-к+і < lim y/k/k+ι < +^о, (2)к—>оо А·—>оо
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Ключові слова і фрази: ціла функція, аналітична в одиничному крузі функція, похідна Гельфоида- 
Леонтьєва. адамарова композиція.
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а для еквівалентності рівностей R[f] =  1 і R[D\n f]  =  1 необхідною і достатньою є умова

lim \Jlk/lk+ 1 — 1· (3)
к—too

Степеневий ряд
оо

(f  * а) {~) =  Y^fk9k~k 
к=0

оо
називається адамаровою композицією ряду (1) і ряду g(z) =  Σ  9к*к■ Відомо (6|, що

Α·=0
R[f  * д] > R[f]R[g\, і обернена нерівність може бути неправильною. Властивості адама- 
рової композиції використовуються для дослідження аналітичного продовження фун
кцій (див., напр.. 11. 7|).

Не дивлячись на загальність умов (2) і (3) у наведеному вище твердженні, вони 
є достатніми для одночасної аналітичності похідної Гельфонда-Леонтьєва адамарової 
композиції D\n\ f  * д) функцій /  і д та адамарової композиції D\n)f  * D\n)д їх похідних 
Гельфонда-Леонтьєва [5], тобто за умови (2) рівносильними є рівності R{D\'i) f  * D)'^д\ =  
+оо і R[D\n\ f  * g)} =  +оо. а за умови (3) такими є рівності R[D(tn\f *  д] =  1 і 
R[D(j"]( f * g ) }  =  І -

Якщо R[f] > 0, то для 0 <  r < R[f] нехай М (г ,/ )  =  max{|/(z)| : |:| =  г}. Для цілої
і—  1п їй М( г. /') .... .функції /  величина q \j \ = lim ------ --------- — називається п порядком, а належність /r-Ц-оо пі Г

до валіронового класу збіжності визначається умовою [8]

< =0. №
г о

д е  q =  g[f\. Якщо функція /  аналітична в одиничному крузі Ю) =  { ;  : |з| < 1}, то
і *ГП —  1п їп М (г , / )порядок переважно вводять формулою о І/1 =  Іші— -———— —. а клас зоїжності -rti — 1п (1 — г)

умовою [2] 1
(1 -  τ )ΰ~ι ln+ M(r, f )dr  < оо, (5)

де о =  £>*[/]· Зростання функцій D\n\f, D\n\ f  * r/) та D\u) f  * D\n\] у термінах порядку 
(і нижнього порядку) досліджено в [4]. З іншого боку, в статті [5] вказано умови на 
функцію І, за яких /  і D)n) f  належать до одного і того ж з означених вище класів 
збіжності. Тут дослідимо належність до відповідних класів збіжності функцій D\n\ f* g ) 
та D\n)f  * D\a)g.

Почнемо з цілих функцій. Для ρ Є (0, +оо) через ν { ρ )  позначимо клас цілих фун
кцій, для яких виконується умова (4).

Теорема 1. Якщо f  Є Υ {ρ ι }  і д Є Υ {ρ 2}, то за умови (2) D\n) f  * D\n)д Є V  j  1~1" 2 \
L Q i +  Q2 j

i D (,n>( f * о) Є V < ^[L>2 > для кожного η >  0.1 І .01 + 02 j

Доведення. Оскільки f i g  — цілі функції, то з умови (2) випливає, що і функції 
D\n\ f  * g) та D\u)f  * D ^ g  є цілими. Більш того [4], за умови (2) правильні рівності 
ρ[Γ)\η)Ι] =  e [f] і ρ[Ό{,η)ί  * D\n)g] =  o[L>in,( /  * #)] =  ρ[/ * g].

Зауважимо, що, використовуючи формулу Адамара для знаходження порядку, має-
1 ,· -  In l/fcl . 1 ^ 1 , 1  ,  r, і /мо -г -r =  Imi ——— -— , звідки легко випливає, що ——-7 > —г— +  —— , тобто о\т *д\ <

g[f\ к 111 k o[f*g\ g[f\ g[g]

j (обернена нерівність може бути неправильною). Тому, якщо /  Є ν {ρ\ )  і

д Є V f a l  то ρ[ϋ\η\  f  * g)} < Lĥ 2 i ρ{ϋ\η) f  * D\n)g} <  — ·ψ
βι ~r ρ2 Qi > ρ2

Далі, в [5] доведено, що за умови (2) ціла функція /  належить до валіронового
класу збіжності тоді і тільки тоді, коли до цього класу належить її похідна Гельфонда-

n W r n -  ■ pin M{r,Dln)f ) J ,. Іеонтьєва U) / .  Звідси і з (4) випливає, що / --------- -----------аг < оо і, тим паче,
гп 1 ‘

°?1п M (r, f (n))
----------- -------dr < оо для кожного п > 0.J гу+1

>'п

З наведених вище тверджень випливає, що за умов теореми 1 досить довести, що
ρ\ l>2 

Q\ +  ΰι
Нехай μ(τ, / )  =  max{|/fc|rA' : k >  0} — максимальний член ряду (1). Добре відо

мо, і це легко показати, що в умові (4) замість In M ( r , f )  можна поставити In μ{τ. f ) .  
Оскільки

f  * g) =  niax{| f kgk\rk ■ k >  0} =  maji{\fk\re2/(-ei+Q2)\gk\rei/{ei+e2) : k >  0}

<  μ{τβ2/(β1+β2),/)μ(τβ'/{ρ'+ρ2)^ ) ,

f  * g є  V

то
ln μ{τ, f * g )  ^  < ί  In μ(τβ2/((η+β2), f )  ̂  i  In /f.(rgl/(gt+g2), g) ̂  

у в і в  2 / ( Є і + Є 2 )  +  1 — J у Є і в 2 І ( в І + Є 2 ) + 1  J у в 1 в 2 / { в 1 + в 2 ) + і

Ги r, I
■X) X)

βι + Q2 f  In μ(ί, f)  dr + ρι + g2 I' ln //-(f, .9) ^/ρ2 J tBl+l ρι J ^ 2+ 1
10 to

звідки легко випливає, що, якщо /  Є V{g\}  і q Є {̂ >2}, то f  * q Є V < ^1 >. □
I  Qi +  Q2 J

Для аналітичних функцій в одиничному крузі ситуація дещо складніша. По-перше, 
з того, що R[f] =  R[g] =  1 випливає тільки нерівність R [f  * д] >  1. Рівність R.[f * д] =  1, 
матимемо, якщо додатково припустимо, що lim \fk9k\ > 0. По-друге, в |4] доведено, що

к—>оо
за умови

Ік ___ Ік
0 < lim —-— —  < lim —-------— —  < + 00, (G)

fc->ос \k +  l ) i / c + i  fc->oc (A: +  l)lk+i

для аналітичної в D функції (1) ρ*[Ό)η)f] =  £>*[/], а належність до визначеного умо
вою (5) класу збіжності похідної Гельфонда-Леонтьєва D\^f в [5| доведено за значно

І к —  І к
сильнішої умови 0 < lim -—  < lim -—— < + 00. Тому нам потрібна така лема.

к—>00 ^fc+1 fc-^oo tfc-f-i



Л ема 1. Якщо послідовність (Ik) задовольняє умову (6), то аналітична в Ю> функція f  
належить до класу збіжності, визначеного умовою (5), тоді і тільки тоді, коли до цього 
класу збіжності належить її похідна Гельфонда-Леонтьєва D\Y) f .

,  1 І .f(T)dT 
Доведення. З інтегральної формули Коші f  (z) =  —  j  ; --y2 отримуємо

|г-г|=(1-|г|)/2
2 ί  \ +  r \

нерівність M  (r, f )  < γ — Μ  ( —^— , /  K а з огляду на формулу Лейбніца-Ньютона 

/ ( - )  =  f  f'(r)dT +  /'(0) маємо M ( r , f )  <  M(r, f )  +  |/(0)|. Звідси випливає, що в (6) за-
11 / г/\мість М(г, / )  можна поставити M (r J ' )  і. отже, максимальний член μ( ν. J ) степеневого 

розвинення похідної f .  Оскільки :з умови ((>) випливає, що 0 < /іі/і(г. J ) < μ{ι . f )  fi 
/ї2/і(г, f  ) < +oo, то лему L доведено. Π

Вважаючи, що R[f  * g] — 1, як показано в [4], за умови (6) маємо рівності
£ ,·[β {"7  * D""g]  =  £ /[o l“ ’ ( /  * !))] =  -“ І /  * 9І-

Для порядку p*\f] аналітичної в одиничному крузі функції (1) правильна форму
л і  —  іп+ іп+ i u  „  ... , e ' [ f * g ]  ^ла L У-1— =  І іт  ------------ — . З цієї формули легко випливає, що — г---- у —  <

£ > * [ / ]  +  1  /І—> o c  111 η  ί! [J * f]J

m a x i g - H— a оскільки функція x/(x +  1) зростаюча, то g*[f * g] <
\ Q*[./] 1- - *[i?] “f- 1 J

m ax{ ρ*[ /] , £>*[#]} (обернена нерівність у загальному неправильна). Тому через W { q) 
позначимо клас аналітичних в Ю> функцій, для яких викопується умова (5).

Теорема 2. Нехай f  Є W { g x} і g Є \Υ{ρ2}· Якщо lim \fkgk\ >  0, то за умови (6)
к—у оо

D\u)f  * D\n)g Є W {m ax{ρ\, ρ2} }  i Djn)( f  * g) Є IV’ {max {o ,, o2} }  Для кожного η > 0.

Доведення. З огляду на наведені вище твердження, як і в доведенні теореми 1, досить 
дослідити належність до lV{max{i?i. ο·ι} } функції In ц(г, /  * g).

Оскільки /i(r, /  * g) < μ(\/τ· І)ц(у/г, g). то

1 1 

(1 -  г ) 'п а х {Єі , о Л - 1  ln+ μ(Γ: f  *  g)dr <  /  ( і  -  г)Єі_1 ІП +  μ( y/r, f )dr
0

1
+ j  (І — r)02 1 ln+ p(y/r.g)dr +  j (1 — r)max̂ bi·'2* 1 ln 2dr

o o
1 ί 

=  J  2r ( l  -  r2)®1-1 ln+ //(r, f )dr  +  J  2r ( l  -  г2)и_1 ln+ p(r,g)dr +  const
o o

1 1
< 2ρι j  ( l -  r)ei~i ln+ μ(ν, f)dr  +  2yi J  (l -  r)-02” 1 ln+ /i(r. g)dr +  const.

0 0
тобто теорему 2 доведено. ^
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The conditions are found, under which the belonging to Valiron convergence class of entire 
functions f  and g implies the belonging to this class of Gelfond-Leont’ev derivative of Hadamard 
composition of functions /  and g and of Hadamard composition of Gelfond-Leont’ev derivatives 
of these functions. Analogous problem is solved for analytic functions in the unit disk.

Мулява O.M.. Шеремета М.Н. Принадлежностпь клиссам сходимости адамаровских ком
позиций производних Гельфонда-Леонтьєва аналитических функций / /  Карпатские ма- 
тематические нубликации. — 2012. — Т.4. №1. — С. 111-115.

Найденьї условия, при вьіполнении которьіх из принадлежности валироновскому клас
су сходимости цельгх функций f  я g вьітекает принадлежность зтому классу производной 
Гельфонда-Леонтьева адамаровской композиции функций /  и g и адамаровской компози
ції» производних Гельфонда-Леонтьева зтих функций. Аналогичная задача решена для 
аналитических в единичном круге функций.
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С а м у с е н к о  П .Ф .

Д О  П И Т А Н Н Я  П Р О  К А Н О Н ІЧ Н І Ф О Р М И  Р Е Г У Л Я Р Н О Ї В ’Я З К И  
М А Т Р И Ц Ь

Самусенко П.Ф. До питання про канонічні форми регулярної в'язки матриць / /  Карпат
ські математичні публікації. — 2012. — Т.4. №1. — С. 116-124.

У  роботі розроблено алгоритм локального зведення регулярної в ’язки матриць до ка

нонічного вигляду.

В с т у п

Різноманітні задачі теоретичної механіки, алгебри, теорії наближень, теорії дифе
ренціальних рівнянь приводять до розгляду певних канонічних форм матриць та іх 
в'язок. При цьому структура канонічної форми повинна дозволяти провести класифі
кацію випадків задачі, що розглядається, та ефективно знайти її розв язок.

Зокрема, в теорії диференціальних рівнянь суттєво використовується жорданова 
форма матриці, що пов'язано зі структурою фундаментальної матриці системи ди
ференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами. У випадку, коли елементи матриці 
коефіцієнтів системи є довільними достатньо гладкими функціями, то доволі часто ло
кальні властивості її розв’язків подібні до властивостей розв'язків певної системи зі 
сталими коефіцієнтами. Так, у працях [4, 5, 6) наведено алгоритми побудови формаль
них розв’язків систем диференціальних рівнянь з особливими точками, сингулярно збу
рених систем та систем сингулярно збурених диференціальних рівнянь з особливими 
точками, що грунтуються на структурі жорданої форми граничної матриці відповідної 
задачі. При цьому в окремих точках структура матриці коефіцієнтів зазначених систем 
може змінюватись (наприклад, тип елементарних дільників). Такий підхід дозволяє 
з ’ясувати асимптотичні властивості розв’язків систем зі змінними коефіцієнтами, спи
раючись на аналогічні властивості систем з граничними (сталими) матрицями.

2010 Mathematics Subject Classification: 34Е10.
Ключові слова і фрази: регулярна в'язка матриць, канонічна форма.

(с) Самусенко П.Ф., 2012

1 В и п а д о к  л о к а л ь н о г о  з в е д е н н я  р е г у л я р н о ї  в ’ я з к и  м а т р и ц ь

ДО КАНОНІЧНОГО ВИГЛЯДУ

У даній праці, використовуючи ідеї Y. Sibuya, наведено теореми про зведення ре
гулярної в’язки матриць до канонічного вигляду [1|. При цьому є істотною лише стру
ктура відповідної граничної в’язки. Зазначимо, що одержані результати дозволяють 
ефективно досліджувати асимптотичні властивості сингулярно збурених систем дифе
ренціальних рівнянь з різного роду виродженнями.

Теорема 1. Нехай A(t), D(t) Є C m[0; Т], в ’язка Л(0) — ХВ(0) регулярна, має r попарно 
різних власних значень кратності рь .... рг, яким відповідають r скінченних елементар
них лільнпків такої ж кратності та s нескінченних елементарних дільників кратності 
(1\, ···, Яя відповідно, причому р\ +  ... + рг + (/[ +  ... +  qs =  η. Тоді існують такі неособливі 
матриці P(t), Q(t) Є C m[0; ί0], t0 <  Г. що

де

P(t)A(t)Q(t) =  A(t) =  diag{Eq(t), Wp(t)}, 

P(t)B(t)Q{t) =  B(t ) =  diag{Jq(t), Ep(t)},

Wp{t) =  diag{W\(t),..., Wr(t)}, Ep(t) =  diag{Ex(t).....Er{t) },

Eq(0) = Eq, £7,(0) = Ei, i =  1 , 7·; Jq(0) = .Jq =  d;iag{ Jx, ..., Js};

Щ 0 ) =  Wi: i -  L f,

( \ i  1  . . .  o o \  / o  1 . . .  o o\

( 1 )

(2)

Wi =
0 A, . . .  0 0

V

0 0 0 0

0 0 . . .  0 1
\0 0 . . .  0 0/

, J =  1,5,, i =  1. r, -Jj =
0 0 . . .  Λ, 1 ■
0 0 . . .  0 A i )

λ і, i =  1, r, — власні значення в ’язки ,4(0) — λΒ(0), Et — одинична матриця відповідного
порядку, р =  рі +  ... +  рг, q =  q1 +  ... +  qs.

Доведення. Нехай

A(t) =  Л(0) +  D(t), B(t) =  В(0) +  F(t). A(t) =  1(0) +  U(t), B(t) =  B(0) +  V(t). (3)

Тоді D(0) =  F (0) =  U(0) =  У(0) =  0. He обмежуючи загальності, вважаємо, що 
.4(0) =  /1(0), 5(0) =  β(0). Матриці P(t), Q(t ) визначаємо із системи рівнянь

P(t)A(t)Q(t)  =  A(t), P(t )B(t )Q(t ) =  B(t).

Покладемо
P(t) =  Ε +  R(t), Q(t) =  E  +  S(t), 

де E — одинична матриця п-го порядку. За побудовою /?(0) =  5(0) =  0.

(4)

(5)



Підставляючи (3), (5) до системи (4), дістаємо

A(0)S(t) +  R(t)A(0) +  D(t) +  D(t)S(t) +  R(t)A(0)S(t) +  R(t)D(t) +  R(t)D(t)S(t)  -  U(t) =  0,
(6)

B(0)S(t) +  R(t)B(0) +  F(t) +  F(t)S(t) +  R(t)B(0)S(t) +  R(t)F(t) +  R { t )F ( t )S ( t ) -V ( t )  =  (l
(7)

Нехай
U{t) =  diag{Uq(t), Up(t.)}, Up(t) =  diag{U2{t) , Ur+1{t)},

V(t) =  diag{Vq{t),Vp(t)}, Vp(t) =  iiia#{V2( i ) , К+і(*)}>

/  D n (0 D i2(i) ··· £>i,r+i(0  \
D o i ( i )  £> 2 2 ( 0  · · ·  £> 2 . r+ l ( i )=

F(*) =

\Dr+l,i(t) Dr+\'2(t)

(  Fu(t) FV2(t)
Foi(t) F22(i)

Dr+\,r+\ i t ) у

Fi,r+l(i) ^
F2,r+l(i)

^Fr+i,i(t) Fr+l:2{t) . . .  Fr+Ur+i(t)J

д е  [Д(г) =  £/„(*), vi(t) =  K,(i) та f/i(i), Vj(t), i =  2 ,  r +  1, -  квадратні матриці відповідно 
q-го та pj-го порядку; Dij(t), Fij(t) j  =  2, r 4- 1, та Рц(і),  Fn(t), i =  2. r +  1, — прямоку
тні матриці розмірів q х Pj та p* χ g; Α,·(ί), F ;j(i), i , j  =  2, r +  1, — прямокутні матриці 
розмірів Рі х Pj. Покладемо

5( ί)  =

/  0 5 12(ί)
52ι(ί) ϋ

• 5 1ιΓ+1(ί)\
• ‘S’v + iW

^Sr+i,i(t) 5Γ+1,2(ί) ·· 0

,Д(*) =

/ \Fr+l,l(i) ^τ+1,2(ί) ·

• Fi,r+i(0 ^
• F 2,r+i(^)

0 /

S'y(i), Rijit), i . j  =  l ,r  -f 1, — прямокутні матриці таких же розмірів, що й Pij(t), F ,(t). 
Тоді із системи (6), (7) дістаємо

г+1 г + 1

[/,-(*) =  A i( i )+ /?^(/)Л ;,(())5; ,(/)

./=L, j = l, Зфг
г+1 г+1 г+1

+  Rij[t)Dji(t) +  R-ijif) Djk(t)Ski(t),
j - 1, j / i  j = l ,  і # г  fc = l,

г + 1 r+1

Vi(i) =  Fii(t)+ ] Г  r':,{t)S,;[t) ■ Σ  R ^ B j j ^ S j i i i )  
j — 1, j— j^1

r + 1 r+1 Г+1

+ Rij(t)Fji(t) +  Rij(t) Fjk(t)Ski{t),
j—1, j=l, j /г fc=l.

і =  1, r + -1, та

г + 1

A j j ( 0 ) S i j ( £ )  +  F ; j ( £ ) / l j j ( 0 )  +  Djj( t) +  Dik(t)Skj(t)
к—l, k ĵ , 

r+1 r + 1 r+1 r+1

+ ^ 2  Rik(t)Akk(0)Skj{t) +  Rjk(t)Dkj( t ) + fijfc(t) У :  Dki(t)Sij(t) =  0,
к=\ ,кф г,кф і k =  1, кфі k = 1, А: г̂ =̂1>

r + 1

В «(0 )З Д ) +  Я ,Д /)4 (0 )  +  /·',,{ / ) +  У ]  Fik(t)Skj(t)
k-ι, кфі

Γ + L  r + 1  r+1 r+1

-t- 5 ]  i ? .u : ( f ) 4 ( 0 ) ^ ( i ) +  ^ β „ ( ί ) ^ ( ί ) + Σ  ^ ( ^  Σ  Fki(t)Sij(t.) =  0, 
к—ї,кфі,кф] k= і, кфі к= 1, кфі /=1, ίφj

і Ф h  >■.) =  1)г + 1.
Згідно [3], якобіан системи (8), (9) в точці ί =  0 відмінний від нуля. А тому існує 

таке to, t0 <  Т, що система (8), (9) відносно Sij(t), R%j(t), і ф j,  i , j  =  1, r +  1, сумісна 
для всіх t, Є [0;ίο]- Прн цьому Sij(t), Rij(t) Є Cm[0;io]· Теорему доведено. □

Припустимо, що елементи матриць A(t) та B(t) на відрізку [0; Г] допускають асим
птотичні розвинення за степенями t, тобто

A(t) =  Y ^ A {s)ts, B(t) =  ^ 2 b {s4 s. (10)
s > 0  s > 0

Тоді такою ж властивістю володіють елементи матриць P(t) та Q(t). Справді, шу
катимемо P(t)  та Q(t) у вигляді

P(t) =  J 2 P ^ t s. Q(t) =  Y ^ Q ^ ts, ( 11)
- ;0 я>0

з невизначеними поки що коефіцієнтами P [SK Q[H\ s >  0.
За побудовою

.4(0) =  Л(0), D(t) =  ^ A is)t\ В{0) =  Б (0), F(t) =  J 2 B {s)ts.
s > 1  s > l

Нехай
F ({,) =  F, R(t) = Σ ρ ^Ψ,  g (0) =  F, S(t) =  J 2 Q ^ t s.

s> 1 ,S>1

u(t) =  σ  u {s)ts, v ( t )  =  σ  y(s)ts·
s > l  s > 1

Тоді, зрівнюючи в системі (6), (7) коефіцієнти при однакових степенях t, дістаємо

s—1 .ч-1
Д(°)(^<» _|_ р(*)д(0) _|_ д{8) + Σ  A(n)Q{s~n) +  Σ  р ( п )  д ( 0 )  q ( s - ti)

п = 1 п = 1



+
η=1 n = l  1=1

S_ 1  .5—2 s—n—l
p ( n ) A { s - n )  +  Y  Y  p ( n ) A ( l ) Q ( s - n - l )  __ i r is )  =  Q

та s—1 S - I
s—n)

O —  A “  *

д(о)д(«) +  pW  д(о) +  β(*) +  J ]  B {n)Q(s~n) +  Σ  P {n)B (0)Q{
П=1 71=1

s _ l  s—2 s—71—1
+ ^  p(«)p(*-») +  рН в(0д (* -"-0  -  V (s) =  0,

s Є .V.
Вважаючи, що структура матриць Ζ)(ί). Τ (ί), /?(f) та 5 (f) така ж. як і в теоремі 1. 

аналогічно отримаємо

І Г  = 4.”+Σ Σ 4І<зГІ+Σ Σ ̂ "ЧЇ’оГ"
j - 1 ,1=1 j = l  71=1

r + 1  s —1 r + 1  r + 1  s - 2  а—ті—1

+ΣΣ4')4 "’+ΣΣΣ Σ ρ';’4’«ί'
j = l  n = l  j  =  l fc= l (1=1 /=1
j f - i  J - / ‘

vi·’ = Blf + f  Σ + ΣΣ  p\j)BfiQ%~a'
j = 1 ,1=1 j = l  71=1
j #  i#*

,•+1 s —1 r + 1  r + 1  .s -2  s —n —l

+ΣΣ4”β!Γ’ + ΣΣΣ Σ
j = [  71=1 j  = l fc= l 77=1 1 =  1
Ĵ i j^i k̂ '

s—n—l)
ki

n)

I =  1. r +  1. s Є N, та
r+ 1  s—1 r+ 1  .5-1

^ + 4" + Σ Σ + Σ Σ it’-«ай-
A := l 7 i= l  A ;= l « = 1

кфі,к&

1 s— 1 r+1 r+ 1  s - 2  .5—71 — 1

+Σ Σ рл Аї Ґ +ΣΣ Σ Σ ^Ч ^Г'’ = o. (i2)
fc=l 71=1 A'=l 771=1 71=1 /= 1
кфі кфі тфз

r+1 s - Ι  r+1  s—1

B f Q + Bj;>+Σ Σ s W  + Σ Σ « « I T ’
f c = l  71=1 f e = l  n = 1
/,■+ /’ А'+г, A1+.7

1 s _ l  r+1 r+1 s —2 s—n—l

+ΣΣ W ’+ΣΣΣ Σ =0· ll3>
i t = l  ,1 =  1 A := l 77i=l 71=1 i = l
A·#!

І Ф І ,  I- J =  1 .Г +  1, s Є iV.

Система (12), (13) відносно Q\f, Ρ·°\ і ф j,  i , j  =  1, r +  1, s Є iV, сумісна для всіх 
t e  [0;Г] [3].

Покладемо
га га

p,„(f) =  £ > > * ¥ ,  0 „ ( ί )  =  f*.
.5 =  0 .5=0

За побудовою матриці Pm(t), Qm(t) задовольняють систему (б), (7) з точністю 0 (fm+1). 
Тоді з такою ж точністю задовольняють зазначену систему і матриці Р(£) — Pm(t),
Q(t) -  <?,„(f)·

Нехай Ρ(ί) -  Ρ(ί) -  Pm(i), Q(f) =  Q(f) -  Qm(i). Тоді

Am Q(t) +  P(/).4(,,) +  D(t)Q(t) +  P(t )A^Q{t )  +  P (i)D (f)

+P(t)D(t)Q(t)  + U(t) -  LU t) +  0 ( Г +1) =  0, (14)

P (0)Q(f) +  P (f)P (,)) +  F(t)Q(t) +  P ( t )B ^Q (t )  +  P (i)F (f)

+P(t)F(t )Q(t )  +  V(t) -  Vm(t) +  0 ( t m+l) =  0, (15)

де Um(t) rra Vm(t) — діагональні матриці вигляду
m m

u m(t) =  σ  u(s)ts- ν™® =  Σ  y(s)ts-
.5=0 .5=0

Оскільки система (14), (15) структурно ідентична системі (6), (7), то існує таке t0,
t0 <  Т, що система (14), (15) відносно P(t), Q(t) сумісна для всіх t Є [0;ί0]· При цьому
Pit) =  0 ( t m+1) та Q(t) =  0 ( t m+1).

Отже, на відрізку [0; ί0], t0 < Т, мають місце асимптотичні розвинення (11) [2].

Н аслідок 1.1. Нехай елементи матриць A(t), B(t) на відрізку [0; Т] допускають асим
птотичні розвинення (10), в'язка .4(0) — ЛР(0) регулярна, має r попарно різних власних 
значень кратності р\, .... рг, яким відповідають r скінченних елементарних дільників 
такої ж кратності та s нескінченних елементарних дільників кратності q1} .... qs відпо
відно, причому рі +  ... + р г +  qi +  ... +  qs =  η. Тоді існують пеособливі матриці P(t), Q(t), 
t Є [0; ίο], ί0 <  Τ, для яких мають місце рівності (1), (2). При цьому елементи P(t), Q(t)
па відрізку [0; ίο] допускають асимптотичні розвинення (11).

Якщо деякі власні значення в'язки Л(0) — ЛР(0) однакові, то аналогічно доводяться 
такі твердження.

Теорема 2. Нехай A(t), B(t ) Є Cm[0; Т], в'язка .4(0) -  \В(0) регулярна, має r скінчен
них та s нескінченних елементарних дільників, кратності яких відповідно дорівнюють 
Рі, ..., рг та ([], ..., qs, причому ρλ +  ... + p r +  q\ +  ... +  qs =  η. Тоді існують такі неособлпві 
матриці P(t), Q(t) Є Cm[0;i0], ί0 < Т, що

P(t)A(t)Q(t)  =  A(t) =  diag{Eq(t), Wp(t)}, (16)

P(t)B(t)Q(t) =  B(t) =  diag{Jq(t) ,Ep(t)}, (17)

де Eq(0) =  Eq, Ep(0) =  Ep; Jq(Q) =  Jq =  diag{Jx, ..., J ,}; Wp(0) =  Wp =  diag{Wu ....\Vr\.
p =  pi +  ... +  pr, q =  qi +  ... +  qs.



Н аслідок 1.2. Нехай елементи матриць A(t), B(t) на відрізку [0; Т] допускають асим
птотичні розвинення (10), в ’язка .4(0) -  ХВ(0) регулярна, має r скінченних та s нескін
ченних елементарних дільників, кратності яких відповідно дорівнюють ρχ, ..., рг та q\, 
.... qs, причому pi 4- ... +  pr +  <71 +  ... +  qs =  n. Тоді існують неособлпві матриці P(t), Q(t), 
t Є [0; to], t.0 < T. для яких мають місце рівності (16), (17). При цьому елементи P(t), 
Q(t) на відрізку [0; ίο] допускають асимптотичні розвинення (11).

Наведені више теореми можна узагальнити для випадку регулярної в'язки матриць 
A(t, ε) — ΧΒ(ί,ε),  елементи яких визначені на множині

A  =  {(t, ε) : 0 <  t <  T, 0 < ε < ε0}.

Теорема 3. Нехай A(t.s), 5 (ί .ε )  Є C ’"(K),  в'язка Д(0.0) -  Л5(0,0) регулярна, має r 
попарно різних власних значень кратності р\, ..., р , , яким відповідають г скінченних 
елементарних дільників такої ж кратності та s нескінченних елементарних дільників 
кратності qi, ..., qs відповідно, причому рх +  ... +  pr +  qx +  ... +  qs =  η. Тоді існують такі 
неособлпві матриці Ρ(ί,ε),  Q(t ,t)  Є C m(К\) ((0,0) Є A L С А ), що

Ρ(ί .ε)Α(ί,ε)(2(ΐ,ε) =  Α(ί,ε) =  diag{Eq( t ^ ) ,W p(t,ε )} , (18)

Wp(t,e) =  diag{Wi(t ,ε ) .....Wr(i, ε )},

P (t , ε) В (t. c)Q(t,, ε) =  Β(ί ,ε) =  diag{Jq(t,e), Ερ(ί,ε)} ,  (19)

Ep(t,e) =  diag{E\(t, ε ) , ..., Er(t, ε)},

де Eq(0,0) -  Eq. Ei(0,0) -  E,, і =  Г 7 ; ,/,(0,0) =  Jq =  diag{Ju ..., .Js}·,-\Уг(0,0) -  Wu 
i =  T~r, ρ =  ρχ +  . . .+  pr, q =  qx +  ... +  qs-

До ведення. Скористаємось схемою доведення теореми 1. Отже, нехай Α(ί,ε)  =  /1(0,0)4- 
5 (ί ,ε ) , Β(ί,ε)  -  5 (0 ,0 ) +  Τ (ί,ε), Α(ί.ε) =  1 (0 ,0 ) +  U(t .e ). Β(ί,ε)  =  β (0 ,0 ) +  V (t ,£). 
Тоді -D(0,0) =  F(0,0) =  Lr(0,0) =  V (0 ,0) =  0. Не обмежуючи загальності, вважаємо, 
що / 1(0,0) =  А (0,0), 5 (0 ,0 ) =  5 (0 ,0).

Як і раніше, матриці R(t,s), 5 (ί,ε ) визначаються із системи рівнянь

P (t ,e )A ( t ,S)Q(t,e) =  A(t, ε), P (t ,£)B ( t ,£)Q(t ,£) =  5 (ί ,ε ) . (20)

Покладаючи Р(і, г) =  Ε +  5 (ί ,ε ), Q(t,e)  =  E +  S(t,e),  і вважаючи, що матриці R(t,s) 
га 5'(ί,ε) мають таку ж структуру, що й в теоремі 1, аналогічно показуємо сумісність 
системи (20) на множині К\. Теорему доведено. □

Теорема 4. Нехай Α(ί,ε), Β(ί,ε)  Є Cm(K), в ’язка /1(0, 0) -  Λ5 (0 ,0 ) регулярна, має т 
скінченних та s нескінченних елементарних дільників, кратності яких відповідно дорів
нюють рі, ..., рг та qi, ..., qs, причому р\ +  ... +  pr +  qi +  ... +  qs =  η. Тоді існують такі 
неособлпві матриці Ρ(ί,ε).  Q(t,ε) Є C,m(Ki)  ((0,0) Є А'і C А ), що

P (t^ )A ( t^ )Q ( t , e )  =  A(t.s) =  diag{Eq(t, ε), \Vp(t, ε )}, (21)

Ρ (ί,ε)5 (ί,ε)<2(ί,ε) =  Β(1,ε) =  diag{Jq(t, ε), Ep(t, ε )}. (22)

де 5 ,(0 ,0 ) =  Eq, Ev(0,0) =  Ep; ./,(0,0) -  Jq =  diag{Jx, ..., Js}; Wp(0,0) =  Wp =
diag{\\\..... Wr), p =  pi +  ■■■ +  pr, q =  q\ 4- ... +  qs-

2 НЕЛОКАЛЬНИЙ ВИПАДОК

Нехай тепер кронекерова структура в’язки A(t, 0) — \B(t, 0) залишається незмінною 
на відрізку [0; Τ’] [1|. Тоді вірне таке твердження.

Наслідок 2.1. Нехай A(t, ε), B(t, ε) Є C m(K), на відрізку [0; Т] в'язка A(t, 0) — \B(t , 0) 
регулярна, має r попарно різних власних значень кратності р\. .... рг, яким відповідають 
r скінченних елементарних дільників такої ж кратності та s нескінченних елементарних 
дільників кратності q\, ..., qs відповідно, причому ρχ +  ... +  pr +  qi +  ··· +  qs — η. Тоді 
існують неособлпві матриці Ρ(ί,ε),  Q(i, ε) Є C m(K 2),

А 2 =  {{t-,ε) - 0 < t  < Т ,  0 < ε <  ε i} , ει < ε<),

для яких мають місце рівності (18). (19).

Доведення. Покладемо

A(t, ε) =  A(t, 0) +  D(t, ε), B(t, ε) =  B(t, 0) +  F(t, ε),

A(t, ε) =  A(t,0) +  U(t, ε), B(t, ε) =  B(t,0) +  ν ( ί , ε ) .

Тоді D(t, 0) =  F(t. 0) =  U(t. 0) =  V(t.O) =  0. Не обмежуючи загальності, вважаємо, що 
A(t, 0) =  A(t, 0), B(t, 0) =  B(t, 0). Покладаючи Ρ(ί ,ε) =  Ε  +  R(t, ε), Qii-,ε) =  Ε +  S(t,e), 
і вважаючи, що матриці 5 (ί ,ε ) та S(t, ε) мають таку ж структуру, що й в теоремі 1, 
аналогічно показуємо сумісність системи (20) на множині А'2. Наслідок доведено. □

Наслідок 2.2. Нехай на множині К  елементи А(і. ε), Β(ί,ε) допускають рівномірні 
асимптотичні розвинення

Α(ί,ε) =  Υ ^ Α ,(ί)ε\  Β(ί,ε) =  Ύ ^Β 3(ί)ε%
s> 0  .s>U

і мають неперервні частинні похідні за змінною t до гп-го порядку включно, в ’язка 
A(t, 0) — \B(t, 0) регулярна, має r попарно різних власних значень кратності ρχ, ...,
Рг, яким відповідають r скінченних елементарних дільників такої ж кратності та s
нескінченних елементарних дільників кратності qx, .... qs відповідно, причому ρχ +  ... +  
рг +  Я\ +  ... +  qs =  П. Тоді існують неособлпві матриці P(t, ε), €}(ί,ε), (ί,ε) Є Κ 2, для 
яких справджуються рівності (18), (19). При цьому елементи Р  (ί,ε), Q(t,ε) на множині 
К 2 допускають рівномірні асимптотичні розвинення

P (t , ε) =  Σ  ps ( t y ,  Q(t , ε) =  Σ
s > 0 s > 0

і мають неперервні частинні похідні за змінною t до rn-го порядку включно.

Наслідок 2.3. Нехай A (t, ε), B (t , ε) Є C m(K), на відрізку [0; Т\ в ’язка А(і, 0) — AB(t, 0) 
регулярна, має r скінченних та s нескінченних елементарних дільників, кратності яких 
відповідно дорівнюють ρχ, ..., рг та qx, ..., qs, причому ρχ +  ... +  pr +  qi +  ... +  qs =  n. Тоді 
існують неособлпві матриці Pit. ε). Q(t. ε) Є Cm(I\2) для яких мають місце рівності 
( 21) .  ( 22).
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МАТРИЧНІ УЗАГАЛЬНЕННЯ ІНТЕГРОВНИХ СИСТЕМ З 
ІНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИМИ ЗОБРАЖЕННЯМИ ЛАКСА

Сидоренко Ю .М ., Чвартацький О.І. Матричні узагальнення інтегровних систем з гн- 
тегро-диференціал.ьними зображеннями Лакса / /  Карпатські математичні публікації. -  
2012. -  Т.4. №1. -  С. 125-144.

Знайдені інтегро-диференціальні зображення Лакса для матричних моделей Дсві-Стю- 
артсона (DS-I, DS-II, DS-III), просторово-двовимірних узагальнень рівняння Чена-Лі-Лю 
та їх вищих симетрій. А саме, модифікованих рівнянь Кортевега-де Вріза, Нижника, тощо. 
Наведено деякі матричні багатовимірні узагальнення рівняння Бюргерса.

1 В с т у п

1.1 Вихідні поняття та позначення

В цьому розділі ми стисло наводимо необхідні означення та поняття, пов’язані з алге
брою формальних символів псевдодиференціальних (мікродиференціальних) операто
рів (МДО, див., наприклад [16, 18, 22]).

Розглянемо над полем С лінійний простір ζ  МДО вигляду

(  n (L) λ

Σ  aJI)J : n(L) e Z |- (!)

де коефіцієнти a:j є функціями “просторової” змінної x =  t\ і еволюційних параметрів
t2, t3, ---- Коефіцієнти aj(t), t =  . ■.), вважаються гладкими функціями векторної
змінної t. яка має скінченну кількість компонент, і належать деякому функціональному 
простору А . який є диференціальною алгеброю стосовно звичайних арифметичних дій;
D := —  — оператор диференціювання.
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Операції додавання і множення операторів на скаляри (елементи поля С) вводяться
так

N\ No m ax (Л/χ, N 2)

XiL1±X 2L2 — Σ  ±  ^  ^2a2jDj =  Σ  {Хіац ±  X2a2j)DJ, Лі,Л2 еС .
i = —oo j ——oo j  = —oo

Структура алгебри Лі на лінійному просторі ζ (1) визначається комутатором Лі [·, ·] : 
ζ χ ζ -*  ζ  , [Li,L2] =  L\L2 — L2Li, де композиція (операторне множення) МДО L і та 
L-2 індукується загальним правилом Лейбніца

° nf := Σ  ( “ )  f U)D'l~J· [2)
j=о ■J '

п Є Z, /  Є А C C, / (J) := S  Є А С 0  DnDm = DmDn = D"+m. n, m Є Z, де (g) := 1,
лД .  n(n—!)...(» —,у+1)
J  ”  . ,

Формула (2) задає композицію оператора D n Є С і оператора множення на функцію
/  Є A C С (як оператора нульового порядку) на відміну від позначення Dk{ f }  :=  Є
.4, А’ Є Z+. Розглянемо мікродиференціальний оператор Лакса

-X)
L :=  W D W - 1 =  D +  Σ  UJD ~J’ (3)

j=i

який параметризується нескінченною кількістю динамічних змінних U j =  Uj(t\,t2, t з , ...), 
j  Є N, що залежать від довільного (скінченного) числа незалежних змінних ίχ :=  x, t2, 
t;j, ..., і диференціальним чином виражаються через функціональні коефіцієнти форма
льного одягаючого оператора (оператора перетворення) Захарова-Шабата

ОО

ІУ =  I +  ^2'WjD~·1. (4)
j=i

Обернений до формального оператора Иг є оператор вигляду
ОО

w ~ l =  /  +  Y ^ a jD - t ,  I W 1 =  W ~ lW  =  I, 
j=i

де коефіцієнти ar  j  Є N є диференціальними поліномами від коефіцієнтів u>fc, к Є N опе
ратора (4). В скалярному випадку ієрархія Кадомцева-Петвіашвілі — це комутативна 
сім’я еволюційних рівнянь Лакса для оператора (3)

а Lti =  [Вг,Ц  - ^ B i L - L B i ,  (5)

де а, Є С, і Є N, а оператор В, := ( ! / )  + є диференціальною частиною г-ого степеня 
мікродиференціального символа L. Символом Lti позначається оператор вигляду

ОО

L, ,  ■.= ( W D W - ' ) l l = Y ' ( U j ) tlD - J .

J =  і

Під формально транспонованим та ермітово спряженими операторами відповідно 
розумітимемо вирази

ОО

U  :=  - D  +  L* := І т.
і=і

Рівняння Захарова-Шабата (5) виникають у цьому підході внаслідок комутативності 
двох довільних потоків (5) при і =  m та і =  п:

Ltmtn Ltntm  ̂ \®ndtn ВП1 Oimdtm i?m] OtmBntm (̂ nBmtn "b [Bn, Pm] =  0.

1.2 Нелокальні симетрійні редукції KP-ієрархії

Розглянемо симетрійну /. -редукцію оператора L [20, 26, 31, 321, яка є нелокальним узага
льненням ’̂-редукцій Гельфанда-Дікого

(Lk)_ :=  (Lk)<0 =  q M 0D~lг г =  J  q(x,t2,t3, .. . ) M 0rT(s,t2,t3, . ..) ■ ds, (6)

де Matix/(C) 9 M o  є сталою матрицею, а функції q =  (gb ...дії), r =  (rx..... /·,) є фіксо
ваними розв’язками системи лінійних рівнянь

anqtn =  Вп{ q }, 
anrtn =  - B Tn{v },

де п Є Ν. В правій частині формули (G) стоїть символ інтегрального оператора Вольтери 
з виродженим ядром. Формально транспонований оператор до оператора (6) матиме 
вигляд ((Lk) - ) T =  —гЛ4о .D- 1q T.

Редукційні обмеження (6) накладають нелокальні в’язі на функціональні коефі
цієнти оператора L і розв’язки еволюційних рівнянь (7), сумісні з динамікою в силу 
рівнянь Лакса (5). Редуковані потоки (5), (6), (7) допускають операторне зображення 
Лакса вигляду

[Lfe, Мп] =  0, де Lk =  Bk +  q.MoD 'r  . Мп =  andtjl -  Βηι (8)

і є (1 +  1)-вимірними інтегровними системами для коефіцієнтів Ui , і =  1, k — 1 і власних 
та спряжених власних функцій q ,  r:

Uitn =  Pin[Ui,U2,
q tn =  B n [Ui, q , r ] { q } ,  r tn =  ~ B Tn [Ui, q , r ] { r } ,

де i =  L. k — 1. Pm, B n — диференціальні поліноми стосовно динамічних змінних, що 
вказані в квадратних дужках.

(2+1)-вимірпі узагальнення зображень Лакса

[Lk,M n} =  0, (Ю)

де Lk є інтегро-диференціальним (2+1)-вимірним оператором вигляду



Lk = аду -  Вк -  qM0D 1 rT,

а Мп в зображенні (10) є еволюційним стосовно змінної tn, чисто диференціальним (без 
інтегральної складової) оператором порядку п  відносно просторової змінної х

Ті
Мп =  апдіп -  VJV>' (11)

j=i
запропоновано в роботах [5, 7]. Серед рівнянь, які допускають операторні зображен
ня (Ю )-(И), є, зокрема, важливі з точки зору фізичних застосувань, векторні (2+ 1)- 
вимірні узагальнення нелінійної моделі Деві-Стюартсона (DS-III. при к =  І . п  — 2), 
Яджими-Ойкави (к  — 2 . п  — 2) та рівнянь Мельникова (к  =  2, п  =  3) і розширена 
(2+1)-вимірна система Бусинеска (к — 3. п — 2). Деякі з цих систем, як в розмірності 
(1+1), гак і в розмірності (2+ 1). ми розглянемо в наступному розділі. Метод побудови 
точних розв'язків відповідних (1 +  1) та (2+1)-вимірних рівнянь Лакса (8)-(11) запро
поновано в роботах [13, 34]. В кінці розділу 3 ми наводимо матричні узагальнення 
рівнянь Деві-Стюартсона [21| (DS-I, DS-II, пропущені в роботах [5, 7]), для яких обидва 
оператори в лаксовому зображенні (10) є інтегро-диференціальними. Альтернативні зо
браження для цих рівнянь в алгебрі чисто диференціальних операторів більш високої 
матричної розмірності можна знайти в роботі [17]. В розділі 4 ми розглядаємо інтегро- 
диференціальні зображення Лакса для матричного просторово-двовимірного узагаль
нення модифікованого рівняння Кортевега-де Вріза, рівняння Нижника та Вєсєлова- 
Новікова, які відсутні в роботі [17]. В розділі 5 ми пропонуємо, на наш погляд, нове 
просторово-двовимірне матричне узагальнення нелінійного рівняння Шредінгера, яке 
по аналогії з (1 + 1)-вимірним випадком можна назвати рівнянням Чена-Лі-Лю [16, 19]. 
Зауважимо, що при додатковій редукції в (2+1)-вимірній моделі Чена-Лі-Лю отримує
ться просторово-двовимірне матричне узагальнення рівняння Бюргерса та його вища 
симетрія. У розділі 6 ми розглядаємо матричні та багатовимірні рівняння Бюргерса які 
є прикладом так званих С 2-інтегровних систем [27, 30|.

В заключному розділі ми стисло окреслюємо можливість подальших застосувань 
результатів цієї роботи.

2 Н е л і н і й н і  м о д е л і  К Р - і є р а р х і ї  з  н е л о к а л ь і і и м и  в ’ я з я м и  т а  їх  р е д у к ц і ї

Розглянемо приклади рівнянь (8)-(9) та (Ю )-(И) для деяких к та п:

1. к =  1,п =  2 :
£і — D +  q.Vio-D^q*. >

М2 =  а2dt2 -  D 2 -  2qyVl0q*. 1 ”

де а2 Є /R , Л4(* =  .М(). Рівняння [Li,M2] =  0 еквівалентне векторному узагальненню 
нелінійного рівняння Шредінгера a2qt2 =  qxx +  2 (qA ^q*) 4 ·

Тепер розглянемо (2+1)-вимірні узагальнення формальних виразів (12):

L\ =  ду — qA^0X)_1q*,
М2 =  n2dt,2 — c{D2 — 2ciS'i,

де (х2 Є іМ, Si — Ь\(х, у , t2) — Si(x,y,  t2),ci Є Μ.
Огіераторне рівняння [Li, М2] — 0 еквівалентне третій моделі Деві-Стюартсона (DS-

III):
Г o,2qf2 =  C\Qxx 2сі 5 1 q, (13)
I Sly =  ( q M 0q*)x-

З системи (13) при у — х,1 =  1 отримаємо нелінійне рівняння Шредінгера, в зв язку 
з чим ця система називається просторово двовимірним І -компонентним узагальненням 
нелінійного рівняння Шредінгера.

2. k — 1, η =  3 :

h  = D +  q M 0D ~lq*.
Λ/з =  а.Д., -  D:i -  Μ\Μΐ)([* 0  -  3q,,Vi0q\

(14)

Онераторие рівняння [Lu Λ/:!] =  0 еквівалентне системі

Q3qt3 = qxxx + 3 (qMoq*) Qx + 3 (q,:M>q*) q. (15)

Просторово-двовимірні узагальнення виразів (14) мають вигляд

U  = dy - q M v D - lq*.
M3 =  ot3c)f3 +  ciD  ̂ 3ciViD Зс^из,

а огіераторне рівняння [L\, M3] =  0 еквівалентне такій системі:

(*s4t3 CiQxxx — 3cit>iqx — 3ct^3q — 0, 
thy =  (qA40q*)x, v3y =  (qxA40q*)x·

Рівняння (15) є векторним узагальненням комплексного рівняння Кортевега-де Врі
за (KdV), а система (16) є його (2+ 1)-вимірною версією.

3. k =  2,71 =  2 : L-2 =  D2 +  2u +  q M o ^ 'q * ,  M2 =  а2дь  -  D2 -  2и, де М*0 =  - М 0, 
а =  й, а2 Є /R . Огіераторне рівняння [L2, М2\ =  0 еквівалентне системі

I  Oi2c\t2 — qxx +  2uq,
І «2 щ2 =  (q^oq*)x·

(2+ 1)-вимірні узагальнення формальних виразів L2, М2 матимуть вигляд

L2 =  іду -  V 2 -  2u -  qM oV ~ lq\

М2 =  а2дІ2 — Х̂ 2 2и,

де а 2 Є Ж, Л4о =  — а =  а.
Рівняння [L2,M 2] =  0 можна записати еквівалентним чином у вигляді системи

(\2щ2 =  іиу +  (q^Vi0q )х. (17)
a2qt.2 =  qxx +  2uq.

Система (17) є /-компонентним просторово-двовимірним узагальненням рівнянь Яджи
ми-Ойкави.



4. А; =  2, п =  3 : L2 =  D 2 +  2и +  q M 0D Lq*, М3 = а3діз -  D3 -  3uD -  §(«* + qA40q*), 
де М о — — Л^о, и =  її, аз Є R. Рівняння [L2, Мз] =  0 еквівалентне системі

«зЯ/з =  <\ххх +  +  |«xQ + |q-A^0q*q,
^з^/з j ч-ххх ~Ь 3ιιιΐχ Ή "j (q^-Moq q-^oq., ) x ·

Просторово-двовимірні узагальнення операторів L2, М3 мають такий вигляд

L2 = іду — D2 — 2 и — qA/i()r )” 1q*,
Л/3 =  α3<9ί3 -  L>3 -  3uD -  f (их +  +  q X 0q*),

де (\л Є М, М*п — —Мп, и =  и. Рівняння [L2, Л/3] =  0 еквівалентне системі

«зЯїз =  Ч.г.г.с +  3«q.c 4- І (·ηχ +  iD l{-uJy} +  qA'ioq1') q,
4 Μχχχ Зuux +  f  (q.M0q* -  qxMjq*),,.

■§i (qAloq*)^ =  - ± u4 У У ‘x

З ІНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ ЗОБРАЖ ЕННЯ Л А К С А  ДЛЯ МАТРИЧНИХ  

УЗАГАЛЬНЕНЬ СИСТЕМ DS-I, DS-II, DS-III

Розглянемо такі узагальнення операторів L\. М2 (2):

Li =  ду -  qAlo-D” 1!·1 ,

М2 = α2<9ί2 -  cxD2 -  с2ду + 2cxSi + 2c2qA40£r l r?[ + 2c2qM 0D~lrT ду,

де q  =  q(x,-y,i2), r =  r ( x ,y , t2) та S i =  Si(x ,y , t2) — матричні функції розмірностей 
JV x M  та N x N відповідно; M o ~  стала матриця розмірності Μ  χ Μ.

Операторне рівняння [Lx, М2\ =  0 еквівалентне системі

« 2qi2 =  СіЧхх +  С2Цуу -  2сі ,S'i q -  2c2q M QS2,
- a 2rj2 =  слї тхх +  с2Гуу -  2^γτ 5ι -  2c2S2M 0r т. (18)

Siy =  (qA10rT)x, S2x =  ( r rq )y.

При ci ,c2 Є E. a2 Є Ж  допустима редукція r T =  q*, M o — Mq,  оператор M2 буде 
ермітовим, а система (18) набуде вигляду

« 2qi2 Cl q** ~t~ (’2q уу 2( і χ q — 2 с2 qyVi q S2, (19)
Siy =  {qMoq"),r, S2x =  (q*q)y.

Якщо у системі (19) покласти c2 =  0, то отримаємо

« 2q i2 =  Ciqxx -  2ci5iq, 
Siy =  (q-Moq*)*.

При сі =  0 система (19) набуде вигляду

a2qi2 =  c2qyy -  2c2qM0S2 
S*x =  (q*q)v

(20)

Системи (20) та (21) є матричними узагальненнями моделі Деві-Стюартсона (DS-III) 
[2, 7, 24]. У випадку, коли u :=  q, М о ■— μ — скаляри, система (19) матиме вигляд

о 2 щ2 =  слихх +  с2 иуу -  2ciSiU -  2цс2в 2и,
Siy =  μ{\ΐί\2)χ, S2x =  (|м|2)г

Поклавши сі =  С2 =  1, μ =  1 отримаємо звідси такий диференціальний наслідок

^2^2 X̂X У̂У 2Stt)
. Sxy =  ( | ω | 2 ) Μ  +  ( M 2 ) r a , 

де S =  S\ + S2.
Тепер в системі (22) покладемо г, =  —с2 — 1, μ. =  1. Зробивши заміну і  =  х — /у, 

у =  х +  г/та поклавши S(x ,y , t2) := Si (x ,y , t2) - S 2(x ,y , t2), й(х. у, t2) := u(x, y , t2); x := χ. 
у := у, отримаємо систему

а2щ2 =  4йху -  2HS,
ς» Яг    ̂і ~ |2

~  ‘- ’ ■XX І х у  ’

Системи (23), (24) є різними реалізаціями першої моделі Деві-Сгюартсона (DS-I).
Розглянемо тепер формальні інтегродиференціальні вирази і\ — д2 — q M o D ~ {vJ, 

М2 =  а 29г2 -  Сі D2, -  с29?= +  2c1S'i +  2c2q M o D ~ vr l  +  2c2q M 0D~1rT де c =  х  +  гу, 
x, у б К , q =  q(^, 5, i2), r =  г(г, z, t2) та S\ =  Si(z, z, t2) -  матричні функції розмірностей 
N x М , та N x N відповідно; М о -  стала матриця розмірності Μ  x М.

Операторне рівняння [Li ,M 2\ =  0 еквівалентне системі

« 2qt2 =  f'iq22 +  c2q zz -  2cvSYq -  2c>qMoS2.
-a 2rJ2 =  a v i  +  c2rl5 -  2сігт 5і -  2c2S2M 0rT, (25)

Siz =  ( q ^ 0r r )j, S2z =  (rTq),.

В змінних t2, x, у при c\ — c2 =  І система (25) виглядатиме так:

2a2qt2 =  qXx -  ЧУУ ~  45xq -  4q,M05'2,
- 2a 2rJ2 =  rTxx -  rJjy -  4rT5i -  4S2A1or\ (26)

Six  + I Sly =  (q > i0rT)x -  -i(qA<orT)y, S2x -  iS2y =  (rTq)x + /'(rTq)y.

При N =  M  (q, r -  квадратні матриці), a2 Є Ж  система (26) допускає редукцію
Мі)Г " =  q, ,S'i =  S2 і набуває вигляду

2«2qt2 =  qxx -  qyy - 45,q -  4qSi, .
Six +  i Siy =  (qq)3; -  /!q q )v.

У скалярному випадку (N =  Μ  =  1), u q система (27) зводиться до вигляду

2а2щ2 ίίχχ ii yy SSii. 
SXX + Syy — \u\xx —

де S =  Re(5i).



Якщо ж покласти у системі (25) с\ =  — с2 =  г, то отримаємо

« 2qt2 =  q.,·;/ -  2i5iq +  2 iqM 0S2,
-а2тJ2 =  r jy -  2zrTS'i +  (29)

Six +  iSiy =  (q./Vi0r T)x -  i ( q M 0TT)y, S2x -  iS2y =  (rTq)x +  /(rTq) y

ГІри У  =  Л/ (q, r -  квадратні матриці), a 2 Є Ж  для системи (29) допустима редукція 
М о rT =  q, Si =  S2

« 2qia =  qx?, -  2z5iq +  2iqSi, ,
5'ix +  iSiy =  (q q )j -  i(qq)y.

У скалярному випадку (N =  Д/ =  1) диференціальним наслідком системи (ЗО) є 
рівняння

iv2Mt2 =  й ху +  -LS’f/,

■̂.г.г ~Ь S*,,» 4 й, 2 ( 3 1 )
'X X  І

де S’=Im(S'i), й :=  q.
Системи (28) та (31) є різними реалізаціями моделі Деві-Стюартсона (DS-II).

4 ІНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ ЗОБРАЖ ЕННЯ JiAKCA ДЛЯ МАТРИЧНОГО  

ПРОСТОРОВО-ДВОВИМІРНОГО УЗАГАЛЬНЕННЯ МОДИФІКОВАНОГО  

РІВНЯННЯ К О РТЕВЕГА-Д Е ВРІЗА

Розглянемо таке узагальнення пари виразів L\, М3 (14)

Li =  ду -  q M 0D ~lrT, (32)

М3 =  а3дь  +  C\DS -  с2ду -  3cxvxD -  3cxv3 +  3c2qyM o D ~ lr^

-'Zc2qM odyD~lrT q M o D ~ lrT +  3 с2 q M  0 υ2 M  0 D ~1 r т +  3c2dyqM oD ~1rT ду, (33)

де q =  q (x ,y , t3), r =  r (x ,y , t3) та щ =  щ {x ,y , t3), v3 =  v3(x ,y , t3) — матричні функції
розмірності N  x M  та Ν  χ Ν  відповідно. Операторне рівняння [Lb М3] =  0 еквівалентне
системі

tt3qt3 +  С\qXTX -  c2qyyy -  3r:,<;iqx +  3c.2qyM 0v2 +  3c2q M 0v2y -  3c1?’3q -  3c2q M 0v4

—3c2qD~l {-М 0г 1 qM 0v2 -  M 0v2M 0r 1 q }  =  0,

a 3r j  +  c i r L  -  c2r,Jra -  3cirjt!] -  3cirTvlx +  3c2v2M 0Ty +  3cirTt’3 +  3c2v4M 0vT

- 3 c2D~l {t>2./VforTq -  rTqA/i,)W2} M 0r T =  0,

vly = (qA40rT)x, v2x = (r Tq).J/, v3y = (qx.M0rT)x + [qA^0rT, <’і], v4x = (rjq)v. (34)

Розглянемо деякі редукції системи (34):
1). При с2 — 0 система (34) набуде вигляду

a 3qi3 +  Ciqxxx -  3ci'Uiqx -  3cYv3q  =  0,

i >3γ,.( +  citJ,xx — 3cirjt>i — ЗсіГТіЧх +  ЗсхГ гг>3 =  0,

V ly  =  (q./Vi0rT)x, v 3y =  (qxX 0r T ).r +  [qAi0r 1 , i ’i ] ·  (35)

2). При сі — 0 система (34) набуде вигляду

« 3qt3 -  c2qyyy +  3c2qyM 0v2 +  3c2q M 0v2y -  3c2q A V ’4

—3c2qD~l { M qYJqMoV2 -  M 0v2M 0r 1 q } =  0, 

a3r j  -  c2Tyyy +  3c2v2M 0ry +  3c2v4M 0rT -  3c2D~l {i;2A40rTq -  rTq A t e }  Л40гт =  0,

v2x =  (rTq)y, v4x =  (rjq),,

3). При допустимій редукції a3,c i ,c 2 Є M , rT =  q*, M q — M*Q , оператори Ly, M3 
будуть косоермітовими, а система (34) набуде вигляду

c\zqt3 +  <"і q;rJ-.r — c2q ууу — 3fi'<'iqx +  3c2qyJv[oV2 +  Зс2 qM[\v2y — 3c1i;3q — 3c2qM.QV4

- 3 c 2qD~x {M o q * q M 0v2 -  M()V2M 0q*q\ =  0,

viy =  (qM0q*)x, v2x =  (q*q)y, v3y =  {qxM Qq*)x + [qA40q*,Wi], v4x =  (q*q)v. (36)

В скалярному випадку (N  =  Μ  =  1, R 9 μ := Λ4ο, q(x ,y ,t3) := q ( x ,y , t3)) система 
(36) матиме вигляд

Qts 4  (‘iQxjcx c2Qyyy 3t I \q\xdy

+ 3c2yqy J  \q\2ydx +  3c^iq j  {qqy)ydx -  3c^iq J  {qxq)xdy =  0.

За). Якщо покласти c2 =  0, то система (36) набуде вигляду

a 3qt3 +  C iqxxx -  3cii>iqx -  3cit>3q  =  0,

Viy =  (qA40q*)x, v3y =  (qxA40q*)x +  [qAt0q*,^i].

36). У випадку ci =  0 система (36) буде такою

a3qt3 -  c2qyyy +  3c2qyM Qv2 +  3c2q M 0v2y -  3c2qM 0v4

- 3 c 2q D~l { M 0q *q M 0V2 ~ MoV2MocCq)  =  0,

V2x =  (q*q)y, v4x =  (q*q)y.

Зв). У дійсному випадку (q =  q) рівняння (36) набуде вигляду

a-3qt3 +  ciqxxx -  c2qyyy -  3cit>iqx.+ 3c2qyM 0v2 +  3c2qA/i0i'2y -  3c, t'3q -  3c2qA^0W4

—3c2qD~l {A /ioqTqA/io 2̂ -  M t)V2M 0q  q }  =  0,

vly =  (q M 0q T)x, v2x =  (q 7q )y, v3y =  (qxA t0q T)x +  [qM oqT, vx], v4x =  {qy q)y. (37)

У скалярному випадку (N =  AI — 1) рівняння (37) виглядатиме так (Л4о =: μ, 
q =  q (x ,y , t3) :=  q (x ,y , t3))

^3qt3 CiQxxx c2qyyy ~~ Зclμ(qx +  — qdx) t  qxdy +  3c2μ(qy +  Tj^A/) j  qydx 0. (38)



При у =  х , сі — с2 =  1 рівняння (38) набуде такого вигляду

«З^із +  Чххх -  =  0. (39)

Рівняння (39) називається модифікованим рівнянням Кортевега-де Вріза (mKdV), а
рівняння (36) та (37) є, відповідно, його комплексним та дійсним матричними просторо
во· двовимірними узагальненнями.

4). Накладемо редукцію M qYT =  ν, де и — стала матриця. Після заміни u :=  qv 
система (34) набуде вигляду

+  Сі f/,.,,,. -  c-iUyyy  -  Зеї D j ̂  I uxdŷ J ї/| +  3с2ду | и ( J uydx<У3Щ3

-З еї ( J [i/. I’\]dŷ j u -  3couD 1 {[?/,, І’2]} =  0,

У ( d  J [u. t’\}dy -  c 2D  1 { [ c2, u ] } j  = 0 ,

V\y — UXl V2x 4 y  (40)

4a). Якщо c2 =  0, то система (40) виглядатиме так

n-iUH + схиххх -  3cxD j (̂ 1 uxdyj  u J - 3ci (̂ j[u, vx]dy u =  0.

v J  [?/., vx]dy =  0, vXy =  ux.

46). У випадку Сі =  0 система (40) набуде такого вигляду

а 3щ3 -  (''lUyyy + 3 с2ду j u (^ j  uydx ĵ | +  3 c2uD~l {[u, v2\} =  0,

vD~l {[u2,u]} =  0, v2x =  -Uy.

В скалярному випадку (N =  І, Μ  =  1) система (40) виглядатиме так

а3щ3 +  схиххх с2гіууу 3cxD j  iijdy^j +  Зс2ду j u  j  uydx ĵ | =  0. (41)

Рівняння (41) є рівнянням Нижника [28], а система (40) узагальнює його на матрич
ний випадок.

Тепер розглянемо такі формальні інтегро-диференціальні вирази

Li =  'd-z -  q M o D z ' r 1,

Мз =  a3dt:i +  cxD't -  с20ї -  ЗеїvxDz -  Зсхv3 +  3c2q ^ 4 0D : 1rJ +  3c2q ; M 0D71rTq M 0D~lr 1

+ 3c2q-ί'2M oDZ1yT +  3c>dzq M 0D 7 lYVdz -  3c20Zq M o 1 r Tq.M0D; 1 r r.

де 2 =  x +  iy , x , у € R , q =  q (2, 5, t3), r =  r(z, 5, t3) та Sx =  Sx(z, z. t3) -  матричні функції 
розмірностей Ν  х Μ  та Ν  χ Ν  відповідно; Μ  ο -  стала матриця розмірності Μ  χ Μ.

Операторне рівняння [Lx, Λ/з] =  0 еквівалентне системі

a 3qi3 +  cxqzzz -  c2qzzz -  3cxvxq z +  3c2qzM Qv2 +  3c2q M 0v2z -  3cxv3q  -  3c2q M 0v4 

—3c2qD~l {A40rTqA1oc2 -  M ov2M 0yT<i } — 0, 
a3rj3 +  cir]zz -  c2rjzz -  ЗсігУvx -  ЗсіГТг>і2 +  3c2v2M qYTz +  3θιΓΤυ3 +  3c2? v 4 0r T 

-3 c 2D 7! {v2MQVTq  -  rTqA40y2} M qYJ =  0, 
vxs =  (qA/i0rT)2, v2z =  (rTq)j, v3z =  (qzM 0YT): +  [qAi0rT, гд], v4z =  ( r jq )2. 

Покладаючи cx =  —c2 =  1 та, враховуючи, що z — x  +  iy, отримаємо систему
1 3  3 ЗазФ3 + - (q xx.r -  3qxyy) -  —vm (q.r -  iqy) -  -(q,. + iqy)MoV2 -  -qMo{v2x + iv2y) -  3v3q

+3qM()Vi — 3qDz i { M o r 1 qM oi ’2 -  M qV2M oY ' q }  =  0,

« 3 r J  +  ^ ( r L x - 3 r I TO) ) v x -  ^ r T (c ix - iv iy )  -  γ ' 2Μ {)( τ Ι + i r j ) + 3 r T r3 - 3 a 4M 0r

—3D71 { ν2Μ.^γ rq -  YTqMoV2} Л^оГ7 =  0,
vXx +  iv iy  =  ( q X 0rT)x -  i(q A i0rT)y, v2x -  iv2y =  (rTq).T +  i(rTq),y,

X ?/
с.зх +  iv3y =  ̂ ((q.r -  iqy)MoYT)x -  - ( ( q x -  /'qy)A1orT)y +  2[qA40rT, гд],

'•’4x -  m y =  ^ ((r j +  іГу )q)x +  ^ ((r j  +  i r j )q )v. (42)

Розглянемо дві редукції останньої системи:
1). При а3 Є R , N =  М  для системи (42) допустима редукція -Л4()ГТ =  q, а система

(42) при цьому набуде такого вигляду
1 3 3 3

« 3q i3 +  - ( q xxx -  3qxyy) -  - v x(qx -  iqy) -  - ( q x +  iqy)vx -  - q ( v Xx +  ivXy) -  3?.'3q +  3qt;3 =  0,

cix +  iviy =  (qq)x -  i{qq) Уі
1 i

V3x +  iv3y =  -((q x  -  iqy)q)x -  - ( ( q x -  ?'qy)q )y +  2[qq, vx}.

2). Накладемо редукцію qA^o =  іу. де u -  стала матриця. Після заміни u :=  uy' 
система (42) набуде вигляду

(D s l {[u,vi]} +  D~l {[гг,г;2]}) ν  =  0,
~±(̂ 1χχχ З 'ї /r jp y y ) 2 ^ jx iUy)v i

- \ u ( v i x -  iv iy )  -  I v 2 (u x +  lUy)  +  3 u D z l { [u ,  ^ ] }

"~̂ DZ { Μχχ Hyy 3Σ)z ^
V\x Η- lV\y Ux lily,

V2x ЇУ2у — Ίΐχ “Ь iUy 
В скалярному випадку система (4) виглядатиме так

+  ~̂ { 1̂χχχ 3 UXyy) ΊΙΧ iUy)D-z {ΐΐχ

4 ( iU y)D z “ Ь  illу\ "{Μχχ Uyy\ 0 ,
V\x 'IV\y ltx V2x ^ 2у У'х ^  itty.

Рівняння (43) є рівняннями Вєсєлова-Новікова [1], а система (4) є їх матричним уза
гальненням.



5 ІНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ ЗОБРАЖ ЕННЯ Л А К С А  ДЛЯ ПРОСТОРОВО- 

ДВОВИМІРНОГО МАТРИЧНОГО УЗАГАЛЬНЕННЯ МОДЕЛІ Ч Е Н А -Л і-Л Ю

Розглянемо формальні інтегро-диференціальні вирази:

Lx =  ду -  q M 0D~lYTD, (44)

М2 =  o.2dt2 — Сі£>2 — с2д 2 +  '2ciS\D +  2c2q M o D  l0yr ' D. (45)

де q =  q (x,y,t-2), r -  r {x ,y , t2) та Sx =  Sx{x ,y , t2) -  матричні функції розмірностей
N  χ M  та N  х N  відповідно: M o -  стала матриця розмірності Μ  χ М.

Умова [Lb А/2] =  0 еквівалентна системі рівнянь:

n2q(, -  ctqxx -  o,qyy +  2с, -  2c2q M 0S2 +  2c2q,M0(r rq )y -  0,
(a 2rtT2 +  c ir jx +  c2r jy +  2 c ,r j5 i +  2с252Л40гт ) х =  0. (46)

Siy =  (q.'Vi0r r )x +  [qM>rT . Si], S2x =  (rjq).„.

Система (46) є матричним просторово-двовимірним узагальненням системи Чена-
Лі-Лю [19].

Розглянемо можливі редукції системи (46):
1). с2 =  0:

« 2Qf2 -  ' 'і<1 <·r +  2ci5’iqx =  0,
(a2rj2 +  cirTcx +  2 c !r j5 !)x =  0,

Siy =  (qy40rT)x +  [qAt0rT, Si].

a2q h ~~ c2qyy — 2c2qM oS2 +  2c2q_M()(rTq )iV =  0,
(a2vj2 +  c2Tyy +  2c2S2M 0rT) x =  0.

S2x =  ( r jq )y.

3). При додаткових умовах a2 Є Ж, сх,с2 Є Μ, М о  =  —M-q, rT =  q*, Si =  5* 
формальні вирази L y (44) та М2 (45) будуть D-косоермітовим (Ц  =  — DLxD~l) та 
D-ермітовим (Л/ 2 =  DM2D - 1) в і д п о в і д н о  і  матимуть вигляд

Li = д у -  q M oD ~ lq*D,

М2 =  a2dh -  ciD'2 -  с2ду +  2c\SiD +  2c2q M 0D~1dyq*D, 

а система (46) виглядатиме так:

0'2q f, — ciqxx -  c2qyy +  2ciS'iqx -  2c2qMoS2 4- 2c3qA/io(q*q)y =  0,
Siy =  (qA40q*)x +  [qM>q*, St], S2x =  (q^q),,.

В скалярному випадку (N =  Μ =  1) при с\ — 1, с2 =  0, у =  х, μ ■= М о : q =  
q(x,y ,t2) :=  q (xyy,i2) ми отримаємо з системи (47) модель Чена-Лі-Лю 119]

2). Сі =  0:

4). При редукції Λ^οΓ г =  и. де и -  стала матриця, формальні вирази Lx (44) та М х 
(45) будуть диференціальними, а система (46) після заміни u :=  qu матиме вигляд

Г ct2Ut2 Сі ихх с2ііуу -І- 2CiSiUx 2с2ииу 0, (48)
1 Siy =  их +  [u, Si\.

Система (48) є матричним просторово-двовимірним узагальненням рівняння Бюргерса. 
Ми розглянемо детальніше це рівняння та побудову його розв’язків у наступному роз-

Для побудови вищої симетрії просторово-двовимірного узагальнення рівняння Чена- 
Лі-Лю розглянемо такі формальні інтегро-диференціальні вирази:

L\ — ду — qD~{ МоГТ D, (49)

М3 =  а3дія +  сіD3 — с20у -  3cxvxD 2 -  Зciv3D  +  '3c2qyM o D ~ lдуг л D

+3c2qM oD ~1dyrT dyD  — 3c2qMoOyD~XYT D q M oD ~lYT D

+3c2qM0D~l{rTqx}yD~1Mor1 D. (50)

де q =  q (x ,y , t3), r =  r ( x ,y , t3) та νχ =  Vi(x,y, t3), v3 =  v3( x,y , t3) -  матричні функції 
розмірності N x M  τ& Ν χ Ν  відповідно, Л4п-стала (Μ  х А/)-матрнця. Умова [Lx,M 3\ =  0 
еквівалентна системі рівнянь

«;(qi3 Ч" Сіqxxx ( 2qyyy 3cxviqxx 3cic3qx 3r2q „̂\4оI) {r qx}y

+3c2q M o D ~ l { ΐ Ύqxy}y -  3c2q M oD ~ l { r T q xA /i0£>- 1 { r  rq x } y -  D _ 1 { r Tq x } y7 H o rT q x }

—3 c2q A /io £ ,_1 { r T q A /i0r Tq x } y =  0,

( a 3r j  +  cir rxxx -  c2rjnyy +  3 c i ( r j w i ) x -  3 c ! r j w 3 -  3c2D - 1 { r J q } yA 1orJ ’

- 3 c 2D - 1 {TTxyq } yM 0YT -  3c2D~x {D _1{rJ q }yAlorJq -  rJqAi0£ _1{ rJq}y} ^ o r f

—3c2D ” 1{ r J q A /io rT q } v^M0r T ) x =  0,

Viy =  ( q A i 0r T )x -  [ub q 7 4 0r T],

v3 y =  (qxA/i0rT)x -  [2νιθ^ΜοΥΎ +  i>iqX0rJ +  qMoYTx vx} -  [v3, q M 0r T]. (51)

1). При додаткових умовах a3 Є M, сх, с2 Є Μ, M o  =  — Mq,  rT =  q*, щ =  vx, ν3 +  ν£ =  
vXx, формальні вирази Lx (49) та M3 (50) будуть D-косоермітовими (L\ =  —DLiD~l, 
Д/ j =  — D A / j D  ~1) . а система (51) матиме вигляд

a3qt3 + c i qxxx -  c2qyyy -  Зсгс ^ хх -  3ci^3qx + 3c2qyM 0D~l {q*qx}y

+3c2q M 0D~1{q*qxy}y -  3c2q M 0D~l {q "q xJM 0O - 1{q*qx}!/ ~ £ )_1{q*qx}?/-A/ioq*qx}

-3 c 2qyVi0JD“ 1{q*qA^0q*qx}y =  0, 

viy =  (q > i0q*)x -  [ci,qM )q*],

>% =  (qxA40q*)x -  {2i'XqxMoq* + WiqA1oqx + qA^oqi.i’i} ~ [v3, q-Â f0q*]· (52)



У  векторному випадку (q -  вектор, тобто М  =  1), система (52) матиме такий вигляд 

a :1q i3 +  ciqxxx -  c2qyyy -  3ciUiqxx -  3c,t>3qx +  3c2qyM | D  Ч ч Ях}у

+ 3c2q M 0D~l {q*qxy} y -  3c,qMoD~ l ~ {q*qx} yM 0q*qx}

-3 c 2q M 0D - 1 {q * q M 0q*qx}y =  0,

V\y =  (qA 1 0q*)x>

??3 y =  (qxA1oq*)x — 2t>i(qxA^oq* + 4 ^ o q x)· (^3)

В скалярному випадку (N  =  1. Μ  =  1. М о =■ μ , Я =  qU -V-h) ■ =  q (* ,.M *)) система

(53) виглядатиме так:

« з Ф з  +  сл Я ххх  -  с 2<?тогу -  З с і і ’ і ^ - х  -  З с Ц ’зЯх +  З pc2qyD 1 {qqx} y+

+'3c2pqD — 3ο2μ2 qD {|g| qqx}y — 0,

i’iy =  μ(Μ 2)*>

f’3y =  μ{9χφχ -  2 μ ν Μ 2)χ. ('Γ)4)

При c-χ =  1. Co =  0, у з системи (54) отримаємо вищу симетрію рівняння Чена-Лі-Лю:

скзУ̂ з 4  qxxx ~~ 3/χ|ςτ| qxx — 3//-<7<"/“ +  3μ|9| qx 0·

2). При редукції Л4оГТ =  ^ формальний вираз Lx (49) буде диференціальним, а 
система (51) після заміни u :=  qv матиме вигляд

СУ з ii/3 +  C\UXXX -  CoUyyy -  '3C\V\UXX -  3CiU3Ux +  3c2uJ +  3c2 UUyy -  3c2u2uy =  0,

— ltx 7

i’3y =  Uxx -  2v\Ux -  [t>3, u]. (55)

Рівняння (55) є вищою симетрією матричного просторово-двовимірного рівянння 
Бюргерса, яка розглядатиметься детальніше у наступному розділі.

6 У з а г а л ь н е н н я  р ів н я н н я  Б ю р г е р с а  т а  їх  р о з в ’ я з к и

У  цьому розділі ми розглянемо два матричні різновиди просторово-двовимірних уза
гальнень рівняння Бюргерса. А саме, систему (48) та рівняння такого вигляду:

( ос2щ2 — сіихх — с2иуу + 2ci«x<Si + 2с2иуи — 0.
S\у — Ux +  ІД> S\].

Твердж ення 6.1. Нехай T Т(х, у, t2) -  (N  x N )-матрична функція, яка задовольняє 
рівняння

Oi2Tt2 =  с{Тхх +  с2Туу. (57)

Тоді:
1. N x N матричні функції u :=  —Т~1ТУ та Si =  —Т~1ТХ задовольняють матричне 

просторово-двовимірне рівняння Бюргерса (48).
2. N x N матричні функції u :=  —ТУТ~Х та S\ =  —ТХТ~1 задовольняють матричне 

просторово-двовимірне рівняння Бюргерса (56).

Розглянемо тепер такі узагальнення рівняння Бюргерса:

Г n 2ut2 -  C\UTX -  с 2иуу -і- 2 c j Ь'і их +  2c2u u y =  U,

\ OL2S\t2 — ('\S\XX — c2S\yy +  2c\S\S\x +  2c2uS\y — 0.

Oi2ut2 C{UXX ('oMyy 2c\iixS\ -(- 2c2uyu 0, )
Q2 Su2 — c\S\xx — c2Siyy +  2ciSixSi +  2c2S\yu — 0.

У випадку N >  1 розв’язки систем (58) та (59) будуть також розв’язками систем 
(48) та (56) відповідно. У цьому неважко переконатись, гіродиференціювавши друге рів
няння системи (48) за змінною t2 та використавши обидва рівняння системи (58). Ана
логічним чином встановлюється зв’язок між (56) та (59). Зауважимо, що функції u та 
Si, введені в Твердженні 6.1, будуть також розв’язками рівнянь (58) та (59) відповідно. 
Узагальнення рівнянь (58), (59) та підстановок типу Хопфа-Коула на (п +  1)-вимірний 
випадок проведено у Твердженні 6.2.

В скалярному випадку (N =  1) усі чотири рівняння (48), (56), (58), (59) будуть
еквівалентними. Тобто, множини їх розв’язків збігатимуться. Це можна перевірити,
про диференціювавши друге рівняння системи (48) за змінною t2 та проінтегрувавши за 
змінною у.

Матричне рівняння Бюргерса (58) допускають природне узагальнення на (п +  1) - 
вимірний випадок:

П 71

a2(Sk)t2 -  Y  Ci(Sk)XiXi +  2 Y  cis i(Sk).r, =  0, k =  1, η, (60)
t - l  i = 1

де Sk — Sk(t2, x i ....... xn) — (N x ІУ)-матричні функції.
Аналогічним чином узагальнюється рівняння (59):

П П
α 2(Sk)t2 -  Y  Ci(Sk)XiXl +  2 Y  Ci(Sk)XiSi =  0, k =  1, n. (61)

j=l /=i
Рівняння (60) можна записати і в більш компактній формі:

a2Si2 = A 2S -2 S V iS , 

де S = (S ,....... s . ) .  δ *  = E L , CiOl, V , = ( c A , ........ ί·„θ,.)τ .



Подібним чином можна записати рівняння (61):

a 2S i2 =  A 2S -  2 ( V i S T )T S, (63)

/ St \
. Для систем (62) та (63) існує аналог лінеаризуючої підстановки Хопфа-де S =

V Sп )
Коула. А саме, справедливе таке твердження:

Твердж ення 6.2. Нехай функція Т задовольняє систему a2Tt,2 =  Δ 2Τ. Тоді функції
І  ΤΧλΤ~ι \

S := ~ (Т ~ХТ:П....... Т~1ТГіІ) та S :=  -  ; задовольнятимуть рівняння (62) та

V тг,т-' )
(63) ВІДПОВІДНО.

Тепер перейдемо до вищої симетрії просторово-двовимірного рівняння Бюргерса (55)

G з Uf̂  4  C\UXXX С2 Ну у у Зг'| /-'] Ίίχχ 'iC\V3Ux 4  3C2Uy 4  3c2UUyy 3c2U Uy 0,
Viy =  ux - [v i ,u ] ,  (64)

і ’ :іу  —  Η χ χ  2 V \ U X [/.’3 , u ] .

Для системи (64) допустима редукція: и3 =  νΧχ — υ\, після якої вона набуває вигляду

( <у3 щ 3 +  CiUxxx — c 2 uyyy — 2>C\V\UXX — Зеї(v\x — v f )u x 4  3c 2 u y 4  3c 2 u u yy 3c 2u uy 0,
\ Vi y =  ux - [v i ,u ] .

(65)
По аналогії з просторово-двовимірними узагальненнями рівняння Бюргерса другого 

порядку, розглянемо ще одне рівняння типу Бюргерса третього порядку

Гос3ut3 4  C\UTXX — суііууу 3c\UxxVi — 3c\Ux[v\x Vi) 4  3c2uy(uy u ) 4  3c2UyyU 0,
\  ^1 y 'Ux ~~ [ v i ,  Ιί].

(66)
Має місце аналог твердження 6.1 для рівнянь (65), (66):

Твердж ення 6.3. Нехай Т := Т(х, у , ί3) — (Ν χ Ν )-матрична функція, яка задовольняє 
рівняння « 3Γί3 4  С\ТХХХ — с2ТуУУ =  0. Тоді:

1. Ν  χ N матричні функції u := —Т~1ТУ та v\ =  —Т~1ТХ задовольняють матричне 
просторово-двовимірне рівняння Бюргерса (65).

2. Ν  χ N  матричні функції u := - Т УТ^Х та Sі =  - Т ХТ~1 задовольняють матричне 
просторово-двовимірне рівняння Бюргерса (66).

Розглянемо такі два матричні узагальнення рівняння типу Бюргерса третього по
рядку:

j  сї3щ3 +  C\UXXX с2иууу 3c\V\Uxx Зсі(і’іх v‘i)ux 4- 3c2uuyy 4  3c2(uy u' )uy 0, 
\α 3υ1ί·Β ~\~C\Vixxx — C2V\yyy — 3C\V\V\XX — 3C\(O\x — Vi)Vix 4  3c2UV\yy 4  oC2( Uy — U ) V\y 0.

(67)

i Oi3 Uf3 4  CiUxxx c2uyyy 3CiUxxVi 3Ciux(vix v )̂ 4  3c2uyyu 4  3c2uy(uy u~) — 0,
\ Oi3Vn3 4 CiVixxx c2Viyyy 3Ci'UixxVi 3civix(vix vx) 4  3c2Viyyu 4  3c2Viy(xiy u2) =  0.

(68)
У випадку N > 1 розв’язки систем (67) та (68) будуть також розв’язками систем (65) 

та (66) відповідно. Це перевіряється аналогічним чином як і для рівнянь типу Бюргерса 
другого порядку.

В скалярному випадку (N =  1) рівняння (65), (66), (67) та (68) будуть еквівалент
ними.

Узагальнення на (п 4  1)-вимірний випадок матричних рівнянь Бюргерса (67) та (68) 
мають вигляд

о-з(гк)і3 У  ̂Cj('Ук)х,х,х, З "У ] CiVi('Vk)XiXi 3 $ > ( * , , ,  v?)vkXi — 0, к — 1, її. (69)ІХгХгХг
і=1 ί=1 ί = 1

^3 (l’k)t3 4  У  ̂Cj (< ~Α· χ, 3 ^  ̂Cj (Vk)Xi XjVj 3 ^  ̂(', t'kx. ( Vjx, Vj ) — 0, k — 1, 11, (70)
ί=1 ί=1 І—1

де vk =  Vk{h,x 1, . . . , xn) — (Ν χ iV)-матричні функції.
Скорочена форма запису рівнянь (69) виглядає так:

ο 3ν /Ί 4  Δ 3ν — 3vV 2v — 3uViV =  0, (71)

де v =  (v i , . . . , vn), Δ 3 =  ΣΓ=1 ci ^  V 2 =  {cid2x v . . . , c nd2Xn)T, V i =  (cidXl, . . . , c ndXn)T, 
u =  (νίΧι -  v f , . . . ,  vnXn -  v2n)

Аналогічним чином можна записати рівняння (70):

α 3ν ί;! 4  Δ 3ν -  3(V 2v T)Tv -  3(ViV 1) 1 ύ =  0,- T\Τ,· (72)

де V =
(  Vi ^ / νίΧι -  vf \

, й =
V Vn ) V V7lXn -  ν2 /

Як і для (п +  1)-вимірних рівнянь типу Бюргерса другого порядку (див. Твердження 
6.2), для рівнянь (71) та (72) теж існує аналог підстановки Хопфа-Коула, тобто, спра
ведливе твердження:

Т в е р д ж е н н я  6 .4 . Нехай функція Т задовольняє систему:

азTt3 4  Δ 3Γ  =  0.

ί  ΤΧλΤ - 1 \
Тоді функції ν  :=  - ( Τ  ιΤΧϊ, . . .  ,Τ  ιΤΧη) та ν :=  -  

няння (71) та (72) відповідно.

(73)

задовольнятимуть рів-
\ TXnT~l у/



7 З а к л ю ч н і  з а у в а ж е н н я

1. Метод інтегральних перетворень (бінарних перетворень типу Дарбу тощо) як ме
тод побудови точних розв'язків нелінійних рівнянь був запропонований спочатку для 
систем з диференціальним зображенням Лакса [6, 9. 10, 11, 12, 29]. Адаптації цього 
методу на випадок інтегро-диференціального оператора Лакса в розмірностях ( І т і )  та 
(2 f  1) присвячено роботи [13, 14, 34]. Для зображень Лакса, запропонованих в цій робо
ті, в яких обидва оператори є інтегро-диференціальними, метод бінарних перетворень 
потребує подальшого розвинення.

2. Різноманітні (просторові, матричні, тощо) узагальнення класичного рівняння Бю- 
ргерса цікаві тісним зв'язком з моделями, інтегровними методом оберненої задачі. 'Зо
крема, в роботах [4. 8] рівняння (56) та (65) в (1+1)-вимірному випадку використову
валися для побудови точних розв'язків рівняння Кадомцева-Петвіашвілі, системи Деві- 
Стюартсона, їх матричних узагальнень, а також для знаходження розв’язків інших 
моделей теорії солітонів. В роботі [15] показаний зв’язок між перетворенням типу Хо- 
нфа-Коула для матричних узагальнень рівняння Бюргерса та диференціальним опера
тором перетворення Дарбу-Крама-Матвєєва. Окремо стоїть питання побудови точних 
розв’язків для рівнянь типу Бюргерса [23, 25, 33], важливих також з точки зору їх 
фізичних застосувань [3]. Можна показати, що підстановки типу Хопфа-Коула (див. 
Твердження 6.1-6.4) є частковим (локальним) випадком інтегральних бінарних пере
творень, а відповідні рівняння типу Бюргерса є частковим випадком більш загальних 
нелінійних систем, які допускають “пряму лінеаризацію” [29].
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We found matrix integro-differential Lax representations for Davey-Stewartson systems (DS-
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Найденьї матричньїе интегро-дифференциальньїе представлення Лакса для моделей 
Дзви-Стюартсона (DS-I. DS-II, DS-III), пространственно-двумерньїх обобщений уравнения 
Чена-Ли-Лю и их вьісших симметрий. А  именно, модифицированньїх уравнений Корте- 
вега- де Фриза, Нижника и т.д. Приведеньї некогорьіе матричньїе многомерньїе обобщения 
уравнения Бюргерса.

УДК 512.538

С т е ф л ю к  С.Д.

ДВА КЛАСИ ВЗАЄМНО ОБЕРНЕНИХ МНОГОЧЛЕНІВ РОЗБИТТІВ

Сгефлюк С.Д. Два класи взаємно обернених многочленів розбиттю / /  Карпатські мате
матичні публікації. — 2012. — Т.4, №1 . — С. 145-154.

При допомозі парафункцій трикутних матриць досліджуються два класи взаємно обер
нених многочленів розбиттів.

1 В с т у п

У [8] були введені многочлени від багатьох змінних, пов’язані із диференціюван
ням складних функцій (формула Бруно), в яких підсумовування проводиться за не- 
впорядкованими розбиттями натурального числа на натуральні доданки. У монографії 
Ріордана [5| ці многочлени були названі многочленами Белла. Циклові індикатори симе
тричних груп (див. [5, с. 82—85]) також є деякими многочленами розбиттів. Многочлени 
розбиттів з ’являються також у формулі Варінга |6], в якій степеневі суми виражаються 
через елементарні симетричні многочлени та у багатьох інших випадках. Досліджен
ня властивостей деяких многочленів розбиттів їх узагальнень та інтерпретацій можна 
знайти також у роботах Платонова [4], Кузьміна і Леонової [2], [3].

Взаємно обернені пари многочленів розбиттів

Уп =  Ύ  <Ащ А і , . . .  А „ )  · Х’ і 1 · . . .  · х ^п ,

Λχ H-2A2+...-fnAn=n

χη =  Ύ  d(n'->λι ’ · · ·λ") ■ :̂ Xl ■ · · · ■ Упп
Αχ -f 2A2 +  ...+nAn= n

виникають, зокрема, у теорії чисел (див. [1, с. 304-307]) та теорії симетричних много
членів (див. [1, с. 336-338]).

У статті вивчаються два загальні класи взаємно обернених многочленів розбиттів.

2010 Mathematics Subject Classification: 15А15.
Ключові слова і. фрази: парафункцій трикутних матриць, многочленів розбиттів.
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2 Основні п о н я т т я  п р о  п а р а ф у н к ц і ї  т р и к у т н и х  м а т р и ц ь

ТА МНОГОЧЛЕНИ РОЗБИТТІВ

Нехай К  — деяке числове йоле.

О з н а ч е н н я  2 .1 .  |1]. Трикутну таблицю

.4

/  a 11
0-21 a 22

\αηί a η 2

d )

O mi /

чисел із числового поля К  назвемо трикутною матрицею, елемент сіп — верхнім 
елементом цієї трикутної матриці, а число її — її порядком.

О з н а ч е н н я  2 .2 . [1]. Нехай А — трикутна матриця (1). Пара детермінантом та пара-
перманентом трикутної матриці А називають відповідно числа:

n r
ddet(A) — 'У У  ̂ (—1) Π { α Ρ1+...+ρ.Λ + ...+ρ..ι+ι},

г=І p\+...+Pr=n ϋ = 1

n r
РРЄГ(А) =  У ]  У  Д { О р 1+ ...+р .Л»1+ .. .+Рл-і+і}>  

г = 1 pi+...+Pr=n s = l
де підсумовування проводиться за множиною натуральних розв’язків рівняння рх +
р2 +  . . . +  рг =  п, а символом {ah]} позначено факторіальний добуток елемента a,ij, що

І

задається рівністю {а,:,} =  П aik-
k = j

Розглянемо трикутну матрицю вигляду

/  тц · А
Т21 ■сі Τ·22 ■ X1

\Тп1 ■ Έη— 1 Тп2 *
Х п - 1 
X п — 2

т. Xi—j+l 
X ‘ ~ j  S 1< j < i < n

( 2 )

Tnn ‘ X l J

де Xq =  1, T-ij — деякі дробово-раціональні функції аргументів i , j .  

О з н а ч е н н я  2 .3 . Многочленами розбиттів назвемо многочлени виду

Р (х  і , . . . , X п ) У  ̂ с(ті, А], . . .  Ап) · ] • х,λη 
71 ’

Λ 1 +2\2 +  ···+η\η—71

де  λ і — цілі невід’ємні числа, а с(п; λι, λ2, . . . , А„) — деякі дробово-раціональні вирази.

У [1] доведено, іцо парафункції трикутних матриць виду (2) є матричними зобра
женнями деяких многочленів розбиттів, причому справедлива теорема

Т е о р е м а  1 . Справедливі наступні формули обернення многочленів розбиттів: 
1)

Уі тя, %s—r+1 
Х.ч-г /

Х і  =  ( Т.— 1 i/s—г+1
s,s—г+1

Уа-

2)

Уі
X s —r  4-1

Хо—r
Х і ( - і  Уі—1 /  —1 Уз—г+1

s ,s—г + 1
ljs—r

Таким чином, при допомозі теореми 1 можна будувати загальні класи взаємно обер
нених многочленів розбиттів. Для цього потрібно так підібрати елементи т*,· у матриці 
(2), щоб парафункції матриць із цієї теореми можна було явно виразити у вигляді сум 
за невпорядкованими розбиттями.

Т е о р е м а  2. [7]. Нехай
(

І 1 .......Сі )

Х і

£2
хі Х\

Χ η  Χ η - 1
*£η— 1 

0
Х п  — 2

Х п  — 1

Х\
£2.хі

0
% п — 1

Х і

f ,
тоді справедливі тотожності: 

pper(Zm(xi , . . .  = Σ
Λι +2Λ2+·..+ηΛη—тп

.-у»'* A / у* ̂  ТІ.
х 1 Х 2 * · · Х п ?

ddet (Zm(x i , . . . ,  χη)) =  Σ  ( - 1 ) т - (Лі+Л2+- +Лп) (Ліл+,д2| +  11
Λι+2Λ2Η-...+πΛη=τη

де Хі , г =  1, 2,. . . ,га, — цілі невід'ємні числа.

З В з а є м н о  о б е р н е н і  м н о г о ч л е н и  р о з б и т т і в

Т е о р е м а  3. Справедливі рівності:

У η =

α\Χ\
02 Х2. 
α\ х\
аз хз
CL2 Х2

СІ\Х\

(12 3*2 
а\ х\ СІ\Х і

« η  Я п  а п - 1 Х п — 1

Σ
Лі +2Л2+...+ггЛп—ті

& п — 1 % п — 1 0-п — 2 % п  — 2

Аі̂ Л2 γΑη

ai хі

Α χ  ! Α 2 ! •AJ

αχΧχ

, .λ η η =  1. 2, (3)



•І- п
—у\а 2 ■’
21У1 “2·,, 
02 У1

-і. .'/π ίϋ У™- 1
« 1  У п - 1  <‘ 2 У п — 2

Σ (-D
Аі +2λ2+···+™λη—ті

п—к к\

« п - 2  У2 
β·η — і у і

к г /і /
On J 1  /  η

Уі‘ ї/22 ■ . η =  1 2 . . .  </η . η L, ζ., . . .  , (4)

де к =  Лі +  Л2 +  . . .  +  Лп. Причому взаємно обернені многочлени розбиттів (3), (4) 
вдовольняють відповідно рекурентні рівності

уп — (l\X\yv,-i +  . . . +  ( 1) (Ір — хХп—іУі +  ( 1) Я'пХпУОі Уо 1 · У<о 0, (о)

1.гп_і +  . . .  +  ( —І)" -2 — (/п_іЛ’і +  ( — 1)" 1— жо =  1,я<о =  0. (б)
О-П Un О'П

Доведення. Для доведення рівностей (3), (4) достатньо замінити у теоремі 2 при m =  п 
змінні Хі, і =  1,2, . . . ,  виразами агх,. Далі слід зауважити, що многочлени розбиттів (3), 
(4), внаслідок теореми 1, взаємно обернені до многочленів розбиттів (3). Винесемо із 
j -го стовпця (j  =  1, 2, . . . )  за знак парадетермінанта множник (тут ми вважаємо, 
що an — 1) годі отримаємо очевидні рівності

1 аі ап—і /  Уі—j+i

аі а-2

1
О'П. Σ <-ип—k

ап \ Уі—j / i<j<i<n 

k\
\Уі1УЇ ■■■■■ Уп1< п =  1, 2, . . .

Αχ -)-2Λ2-Ι-···-1_τιΛη—ті

Для доведення того факту, що многочлени розбиттів (3), (4) задовольняють відпо
відно рекурентні рівності (5), (6) достатньо розкласти парадетермінанта із рівностей 
(3), (4) за елементами останнього рядка. □

Теорема 4. Справедливі рівності:

У η

Σ
А і +2λ2-Κ··+ηλη—ті

α χ Χ ι

02 £2  
α ι  χ ι α χ Χ χ

аз £2. (12 Χ2
СІ2 #2 α\ χ\

О'П— 1 X η  — 1
ι—Ι Χ η — 1 On—2 Χ η —2

,ο ί 1̂
‘ ■Α,!Α,! ■ . . .  · λη!

a2 Х2
CL\ Х\ Сі\Х\

X ̂ η =  1, 2,

Х г

1 Σ (-d

_L У2
«1 У1
_L уз
α1 У2

—у\а  2 * 1
9±Ш 
<Ї2 уі -У і0 3 JL

І У η аі Уп — і «η-2 У2
аі Уп-1 «2 Уп — 2 Οή - 1  У1

fc- 1 к\ ,.λι
Α , ! Α 2 ! · . . . · Α „ ! ·

an ,УА

Αι+2λ2+...+ηλη—ті

де k =  Λχ +  Л2 +  . . .  +  Л„. Причому взаємно обернені многочлени розбиттів (3). (4) 
задовольняють відповідно рекурентні рівності

Уп =  (ііХіуп- і  +  а->.і'2 Уп- 2  +  ■ · · +  ап—{£п—іуі +  апхпуо, уо =  1, у<о =  О,

ап—і ап—2
Хп УіХп—1 У2Хп—2

ап ч.

Доведення цієї теореми аналогічне до доведення теореми 3.

«і 1
— Уп-ιΧι Н-упх о, х0 =  1,./:<о =  0.
Сіп. @>п.

4 П р и к л а д и  в з а є м н о  о б е р н е н и х  м н о г о ч л е н і в  р о з б и т т і в  

1. Розглянемо перший випадок, при а, =  і!, де і =  1, 2.......п, отримаємо:

Уп

+  { - l ) n 2 (η —

Xl
2£2X!
ЗЇІ Ο a; 2

Χ2 .ri

(Χη-1 'η 1)

\ 77.— 1 /

Х\

Хп — 1 2^  Х\х\

£  (—1) - ‘ И
АіЧ-2А2+...Н-пАп—ті

де k =  \χ +  \2 +  . . .  +  Хп.

1 !λι2!Λ2 · η\λη 
А і !Л2 ! ■ . . .  · \ п

х\хх 22 ■ · · · · ХпП, η =  1,2, . . . .  (7)

1 1  . 1  1
х п =  — г У і Х п - 1  9 У2х п —2 +  · · · +  ( — 1 ) П — гУ п -1^ 1  +  ( — 1 ) "  1 — ЦпХ  (Ь х о =  1 ,ж < 0  =  0.Υ1 1 Ύ1"  Ті—— ЩіЬПА п-

Х п

У і
У2 
Уі 
уз 
У 2

LM1 Іу 
2  У1 З У !

У п  1_ У п — 1

У п — 1 2  У п  — 2
1 У2 І  у

71—1 у\ 71̂ 1

Σ *
Аі +2λ2 + .··-Ι-7ΐλη—п

к\
_1 \п к . ___________ 1________ ί/λ ι 7/λ2 ■ .

11 Аі!А2! · . . .  ■ А„! ■ " !/" · п =  1, 2,
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2. Розглянемо другий випадок, при щ =  jj, де і =  1, 2........п будемо мати:

уп = ^ХіУп-1 -  ^ 2у„_2 + · · · + (_1)П_2(п 1 Ї)їа:п- Ії/1 + ^ у ХпУо’ Уо = L /У<0 = °'

Уп

А
И  -Сі2 .η
12а. І £2 χ
і X2

1 Х п  1 X r t - 1  . . .  J . X 2  ж

η Χ η - 1  ( І— 1 Х п —2
ЯІ2 Хі 1

Σ І-1)
Λι +2λ·2+···+^Απ.—7і

п—к к\
Λχ! · (ΐ!)λι · Аз · (2)!λ2 · . . .  ■ λ„ · (η!); 

де λ: =  Λι + Λ2 + · · · + λη. 

χ η  =  П - у і Х п - \  -  П1 у 2Х п - 2 +  · · ■ +  ( - 1 ) " “ 2П— У п -\ Х \  +  ( - 1 ) п іп -± У пх 0 , * 0  =

_  /

/  Уі
£  2;У1УІ
2а 2 — Зшί/2 Уі ^

Уп 2 У и- 1
Уп - 1 Уп—2

1

п! Σ і-1»’
λι+2λ2 + ···+̂ λη—Ті

А:!

( w - l ) j j  пуі

— тУї1̂ 2 · · · · · ^  λ =  1,2
Аі IAS! · . . .  · λη!'

3. Розглянемо третій випадок, при аг =  г, де г =  1 , 2 , . . . ,  п, отримаємо: 

Уп — Х \ У п -\  ~  ‘̂ •Х'їУп—2 +  · · · +  ( — 1 ) ” 2(та — 1)*і;п - і У і  +  ( — 1) п х пУ0і Уо —  1

У п

Хі
2 Х2

хі 
Зхз 
'2 Х2

•;ч
2 Х2

XI

71— 1 п̂ — 1
м—1 χ η—і п—2 х „ - 2

222 .г*і-сі

/  І . . - і ,  , '  -  ~ 11 Лі  А г  . . A n  _  І о

Σ  ( - ' )  Л! Α1!Α2! · . . . · Λ 7  1 2 ·■ ” ’Λΐ+2λ2 + ···+̂ Αη—71

де А· = Лі + Л2 + ■ · · + Лп.

,ґ„ = -------- уіх„ ~ і --------— '-у2Хп- 2  +  · · · +  ( — 1)" 2-Уп-\Хі +  (~1) -УпХо, 2о
п п п п

1, с< о  =  0 .

Ί * * * *

, У<о =  0.

, . . . ,

=  1. х <0 =  о.

Уі
У2 1
уі 2 У1
Ш. ІШ 2У2 2 у, З У1

Уп 1 У ТІ -  ί
Уп — 1 2 Уп — 2

п - 2 У2 п —1 у  
п— 1 уі η ”

1

п
к!п-к _Σ!_______,,λι ?,λ2 . . 7/λη „  — ΙΟI \ j Уі У 2 · · · у η ’ п ±, .Σ  ( ^  a l!A2! · . . .  · λ„!

А і +2λ2Η-...+7ΐλη—77-

4. Розглянемо випадок при «.,· =  де і =  1, 2 . . . , п, отримаємо:

1 і і / і \?і—2 1 „ і / і\п—1 1!Jn — X1 Уп— 1 — 2’' 2/Уп-2 +  ·. · +  (—1) 1 J’n - і .У і  +  ( ~ 1 ) ”  1— ;гтп,У0 ) //о — І 'У с о  — 0 . // — 1 //

Уп

Х\
ІХ2
2 хі
2 2а
3 Х2

,ϊ,'ΐ
1 хз.
2 хі :Сі

11 — 1 Х п  »  — 2  х  π - 1  . . .  1 Х 2
п х „ _ і  η - l  х „ - 2  2 х і

к\

Хі

Σ  ( ιλ! . λ ι ! · 2λ2 ·Α2! · . . . · η λ" · λ „ !
Λχ +2Λ2Ί····“Ι~7ΐΛη,—71

де k =  Λι +  Λ2 +  · · · +  λη.

χ\ιχΧ2 2 ■ . . . ·  χχηη, η =  1.2.......

7~t ТЬ i
Χ η  = -----------Τ  У і Х п - ι ---------------— y2x n- 2  +  ■ ■ ■ +  { - 1 ) η~2η· yn-iXi +  { - 1 ) η~ П-упХ ο ,  . Το  =  1 , Ζ < 0  =  0.

η — 1 η — 2

У ί
«2
;/ι 2 уі
Уі 9 Μ 2 
У2 г/ι 3у1

,'/» 2Уп~1 · · · ft~1 у? n у
Уп - 1 г /п -2  T1.-2J/1 n - W 1η.—2 уі re—1

Σ (-d
Λχ 4·2Λ24···· + 77.Λη—71

Підставивши у теорему 4 ті ж значення, що і в теорему 3, отримаємо:

1

п
п-к  . ________ Μ________ 7,λ ΐ ?/λ'2 · · 7/λ" η — 1 9

A,!A2! ■ ... ■ Λ„! »  ■ ’ .......

Теорема 5. При о,і =  г!, г =  1 , 2 , . . . ,  п,

Уп

Хі
2—XI
З—

Хі
г>Х2

хі Хі

п-
Х п — 1

η — 1Έχι — 1 
Xri — 2 2 ^  хіХі

Λχ -|-2Λ2 +  ···+7ΐΛη—71

(8)



Хп =  ( - і )

Уі
ш \уі, . у іn-lj УЗ ІУ2 І
У2 2 j/χ З Уі

Уп 1 Уп-1
У п - 1  2  У п - 2

к\
Аі !λ2! · . . .  · AJ

—Ц-— -у і
ί ! - 1  У і  / І " ' 1

Лі Η-2Λ2+···+ηΛη—ті
де к =  Лі +  Л-2 +  · · · +  Лп. Причому взаємно обернені многочлени розбиттів (8), (9) 
задовольняють відповідно рекурентні рівності

Уп '= ХіУп-ί  “Г 2 \т->Уп- 2  +  · ■ · -г ( п — 1)!.Г,,-Ι.ί/l +  п\х„Уі), Уо — 1.£/<ο =  0.

1 1
X п  — і У і х п - 1  .) У 2 ^ п —2 · · ·П- п-

Теорема 6 . При щ =  і =  1, 2------ -п,

1 1 _  пУп—іхі + ~Уп,хо> -го — 1,-с<0 —nil- і - -  -

Уп

Х\
1  £2.
2 жі
І  £з і  22.3 і· 2 '-!хі

-Сі
■Сі

Σ
_1_ Хп [ Хп— 1
П Хп- 1 П—1 Хп — 2

к\

Χχ2 х\ 1

Аі +2А2-К--+тгАп—ті ΐ!λι · Лі! · 2!Аз · Л2! · . · · · п\Хп ■ Лп!
χχιχ%2 ·. · · · х„п, п =  1,2.......  (Ю)

•tv ■1 )

Уі
Ш. 9 7
У і
иа 2— 3-у!У2 У1 ^

-л.Уі

Уп 2 Уп~1
Уп-1 Уп-2 ( т а - 1 ) £  MJ/1

=  /?! Σ ■1)А·—1 А;!
У і

Лі -Ь2Л2+...+тіЛг»—ті
де k =  λ 1 +  Л2 +  · ·. +  А„. Причому взаємно обернені многочлени розбиттів (10), (11) 
задовольняють відповідно рекурентні рівності

1
!Jn =  XІ Уп-1 +  у  Х2Уп-2 +  · ■ · +

Χγι — П~УхХп—Х И~ у2Хп—2 ·

1 1 1 _П
7---------7т-.Хп-іУі “І------;ХпУо, Уо — 1. У<о — 0,(п -  1)! п\

. — п-— уп- і х χ +  п~упхо, ;і'о =  1.ж<о =  0.

і — 1. 2, ---- /г

1 £22 χχ2 хз
3 Х2

п-1 ,тп

Χχ
І £2. 
2 хі Χχ

η  Х п - 1 ТІ—  1 Х п - 2

1 'C2 ,г
з і ;

Σ
Д ва класи взаєм но обернених м ногочленів розбиттів  

к\

Λι+2Λ2+..·+ηλη—п

У і

х ϊ χ γ - . . . - x ^ ,  п =  1, 2, . . . .  (12)

£  2У!
^П ( 1 )

П— 1 / Уі

Уп 
Уп —

о У п - і  .  .  .  п - 1  У2 _ XL·.у
і ^  Уп—2 п —2 j/ι  п - 1  У 1

« Σ
Λχ +2Λ2-Η·.·+πλη=η

к\
(1 3 )

де A' -- Лі +  А9 +  ·. · +  Ап. Причому взаємно обернені многочлени розбиттів (12), (13) 
задовольняють відповідно рекурентні рівності

1 1 1/Уп =  .СіУп-1 +  7уС2У„ —2 +  .. . Н-------- тЖп-іУі +  -З Д ), Уо =  1,у<о =  0.2 η — 1 η

η η
У х Х п - х  -  ------- у 2Х п- 2  -  . . .  -  п у п_іХ! +  п у пж0, =  1 , ζ < 0 =  0.

Д - Г 1 п — 2

Теорема 8 . Яри а, =  г, і =  1, 2 , . . . .  η

Уп

хі
2 ^  X!XI 1
З хз 2 Х 2
2X2 XI Жі

.  п - 1 х п_і п - 2 і п-2

1 λι2 λ2 ■ .. .  - пх

2 ^  X!ТГ і хЖі

Σ  ̂ '! Л і ! А ,! · . . . ·  А„! χ*1χζ2 ' -  · ' жп" · п 1 , 2 , . . . .
Л i + 2А2+.--Ч-пАп—η

У1
У 2 1
VIт — /  І уг~ 1/ уз 1?/2 2υ  ( -  9 -  3У1

(14)

Σ (-d*"1
АіН-2А2+...+пАп=п

Уп J_ Уп— 1 
2 /п -І  2 У п - 2

к\
Аг!А2! · . . . ·  Ап!

гг-2 У2 тг-1
п—1 у і ті

УіАіУ22 · · · · · Уп” , та =  1,2, . . . ,  (15)

де к =  Аі +  λ2 +  . . .  +  Ап. Причому взаємно обернені многочлени розбиттів (14), (15) 
задовольняють відповідно рекурентні рівності

Уп — ХхУп-1  +  2 Хо'Уп-2 +  · · · +  (п  — 1)жп_іУ і  +  ПХпУо,  Уо — 1, У<0 — 0,

п — 1 д — 2 1 1
— у\Хп—і у2Хп—2 . . .  Уп—і‘С’і Η- УпДо· >Со 1. -і<о 0.п п п п
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M E R O M O R P H I C  M A P P I N G S  O F  T O R U S  O N T O  T H E  R I E M A N N  

S P H E R E

Khrystiyanyn A.Ya., Kondratyuk A.A. Meromorphic mappings of torus onto the Riemann 
sphere, Carpathian Mathematical Publications, 4, 1 (2012). 155-159.

The meromorphic mappings of the two dimensional torus onto the Riemann sphere are 
studied. Their connections with loxodromic meromorphic functions in the punctured plane are 
considered.

Let T  be a two-dimensional torus in M3 obtained by the rotation of the unit circle in the 
ξΟ ζ  plane centered at (/,0), I > 1, around the ζ  axis. Its parametric representation is

ξ =  (I +  cos'!p) cos φ,
η =  (/ +  cos ψ) sin φ, (1)

C =  sin ip,

0 < ψ < 2π, —π < гр < π.
The torus T  can be obtained also by a continuous map r of Ap, Ap =  {z \ p < \z\ < -p} , 

in R3 so that r is homeomorphic to the interior of Ap, r (Ap) =  7”, and τ(ρβίφ) -- τ(-ρειφ), 
for each φ from [0. 2π],

A mapping F of T  into the Riemann sphere S is said to be meromorphic if there is a 
meromorphic function /  on Ap such that /  = p o f o r ,  where p is the stereographic projection 
of S on C.

2010 Mathematics Subject Classification: 30D35.
Key words and phrases: meromorphic function, loxodromic function, torus, toroidal derivative, Ahlfors- 
Shimizu characteristic.
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s
F

τ

P

Put q =  p2. Since r ( qz )  =  r ( z )  for \z\ =  j  then

f(qz)  =  / ( - ) ·

C

(2 )

Let us show that /  has the meromorphic extension in C* =  C \ {()} by relation (2). 
Indeed, put g ( z )  =  f (~)  and g ( z )  =  g (qz ) .  Since g ( z )  is meromorphic in the closure of the 
annulus { c : q < | ~ | < l }  there is ε > 0 such that g( z )  is meromorphic in the annulus 
{ z  \ q — ε <  |c| <  1 + ε} and g ( z )  is meromorphic for satisfying the inequalities q — ε <  
q\z\ < 1 +  ε, i.e. in the annulus

r , ε 1
\z : 1 -  - < \z\ < - +  -  rI q Q

However, g ( e i4>) =  g { q e ,Ap) =  g ( e ιφ). By the uniqueness theorem g ( z )  coincides with g ( z )  
in { - :  1 —  ̂ < |~| < ІЧ- ε } .  Hence, g ( z )  is a meromorphic extension of g ( z )  in the closure 
of the annulus { z  : 1 < \z\ < - } .  By induction f  admits the meromorphic extension in C* 
which satisfies (2).

Now we can conclude that to any meromorphic function on a torus corresponds a multi- 
plicatively periodic (loxodromic) meromorphic function of a multiplicator q, 0 < q < 1, and 
vise versa. A slight modification of our construction above shows that this is true not only 
for positive q but for arbitrary complex q satisfying the inequality \q\ < 1 [4], [5].

An example of loxodromic function of such a multiplicator is

/ ( - )  =
-boo

Σ
n= — OC

q"

(1 -  q"z) -

The mapping t{z ) is called of conformal type if there exists a positive continuous function 
x(z)  on Ap such that

dsr =  κ(ζ)\άζ\, z =  τε ιφ, (3)

where dsr is the length element on T.

L e m m a  1 . There are a unique I and a unique mapping τ  o f conformal type which maps Ap 
onto T.

Proof. We have dsj- =  dip2 +  (I +  cos ψ)2άφ2, and \dz\2 =  dr2 +  Γ2άφ2. Relation (3) implies

dtp2 +  (I +  cos ψ)2άψ2 =  x 2(z)(dr2 +  r2dip2),
(I +  cos ip) =  x(z)r,  (4)

dip =  x(z)dr ,

and, consequently,
dr dip
r ! +  cosΦ

what together with the conditions ψ(ρ) =  — тг. 0(1 /p) =  π, and the first of the relation (4) 
yields

i logr) ,

l=f~+ S ’
and

. . l + cosip(r) . .
κ ( ζ )  =  ---------- , r  =  \z\.

Thus, t ( z )  is the mapping of conformal type by which to any z  =  re'v from Ap corresponds 
a point from T  given by (1) with

, n . 1 1  +  1 ( I 2 -  1 ,
ψ =  ф(г) =  2 arctg ( \l J - -  tg I — γ -  log r

□
If a loxodromic function f ( z )  is not identically constant then it has two essential singu

larities at c =  0 and c =  oo [5], [2]. In order to investigate its behaviour as \z\ -»  0 and 
Iz I —У oo consider the following geometric characteristics.

Let F be a nonconstant meromorphic mapping of T  onto S. Let \dF\s be the length 
element by this mapping.

The toroidal derivative of F  is said to be

F t  :=
\dF\s
ds-j-

Let da, das, dar be area elements on C*, S, and T  respectively, t ( z )  be of conformal 
type, ;

f  =  p o F o T ,  Gr =  T(Ai/r), A x/r =  { z  : - <  \z\ <  r } .

The spherical area of the image of Gr is

i r r t m s W .  _  1
Ar{r ' F)  =  s  JJ { ) Λστ  =  s  JJ ( F t Y Λστ· ,5)

G r  G r



But the connection of F  with w =  f ( z )  yields

\dF\s =  \dp~l (w)\s =  Idp-'jw)^ \dw\ 
dsj- dsj- \diu\ dsr

11 dp V ) | s dw 1
\dw\ dz κ(ζ) -  f s ( z ) κ(ζ)  ’

where f s ( z )  is the spherical derivative of / .O
The direct verification shows that F T is multiplicatively periodic of multiplicator q. 
It follows from (3) that

da-■
da

Taking into account (5) we have

AT(r, F) =  ~  11 (f(z))'2da(z) =  As (r, f ) .
47Γ

Here As{r, f )  is the spherical area of Α γ/Τ by the mapping / .
For any а Є C the non-constant loxodromic function /  of multiplicator q has the same

number rn of α-points. rn > 2 in each annulus {z  : qr < |,:| < r} |5], [2].
This number m is called the order of / .
Thus, denoting by n(r,a) the number of α-points of /  in the annulus {~ : £ < \z\ < r}

we obtain [1]
As(r, f )  =  j -  J  n(r, a) da (a) <  2 nm <  2 m ——  +  2m (6)

c 4
for r in the interval ( ^ r ,  -—}■

Similarly,
2 m } ^ L - 2 m < A s ( rJ ) .  (7)

loS^
The Ahlfors-Shimizu characteristic of /  is [1], [3]

T ( r J )  =  j Щ ^ -dt.
і

Relations (6) and (7) yield the following result.

Theorem  1. Let f  be a loxodromic function of multiplicator q and order m. Then its
O

Ahlfors-Shimizu characteristic T(r, / )  satisfies the inequalities

ΐ ϊΊ  °  7TI
-r  log2 r -  2m log r <  T(r, / )  <  ----- r- log r +  2m log r.r 1 І глет —log і  ' log q

Note that
A r ( i F ) = ^  ( - . / ) = " · .

Therefore, the spherical area of the image of T  is equal to m.
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Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №1. — С. 155 -159.

Вивчаються мероморфпі відображення двовимірного тора на сферу Рімана. Розгля
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Василишин Богдан Васильович 

02.02.1941 -  19.06.2012

19 червня 2012 року колектив Прикарпатського національного університету імені 
Василя Стефаника зазнав непоправної втрати. Раптово обірвалося життя колишнього 
багаторічного проректора навчального закладу, завідувача кафедри диференціальних 
рівнянь і прикладної математики, професора Богдана Васильовича Василишина.

Богдан Васильович народився 2 лютого 1941 року в селі Опришівці Станіславської 
(нині Івано-Франківської) області. В 1962 році закінчив фізико-математичпий факуль
тет Івано-Франківського державного педагогічного інституту. Отримавши диплом з від
знакою, того ж року був зарахований до аспірантури кафедри обчислювальної мате
матики Київського державного університету імені Тараса Шевченка за спеціальністю 
■‘обчислювальна математика

У 1968 році Богдан Василишин захистив дисертацію на здобуття наукового ступе
ня кандидата фізико-математичних наук на тему “Розв’язування крайових задач пло
скої теорії пружності при великій кількості вузлів сітки”. Після закінчення навчання в 
аспірантурі працював асистентом, старшим викладачем, з 1971 року — доцентом, заві
дувачем кафедри математики, з 1979 року — проректором з навчальної роботи Івано- 
Франківського державного педагогічного інституту імені Василя Стефаника. З жовтня 
1993 року до листопада 2007 року Б.В. Василишин працював на посаді першого проре
ктора Прикарпатського національного університету імені Василя Стефаника. З 1996 р. 
Богдан Васильович Василишин — заслужений працівник народної освіти України. Він 
є автором багатьох наукових статей, підручників та навчально-методичних посібників. 
В останні роки життя Богдан Васильович завідував кафедрою диференціальних рів
нянь і прикладної математики, був членом редколегії наукового журналу “Карпатські 
математичні публікації-”.

На кафедрі і на факультеті математики та інформатики значна частина викладачів 
вважає Богдана Васильовича своїм учителем і наставником. Богдан Васильович був 
майстерним лектором. Студенти кількох поколінь ще довго пам’ятатимуть його непе- 
ревершені лекції з математичного аналізу, чисельних методів.

До останнього моменту життя Богдана Васильовича його наполеглива праця при
носила вагомі здобутки. Неоціненним внеском у розвиток факультету є відкриття спе
ціальності “прикладна математика”, отримання сертифікатів ліцензії і акредитації па 
здобуття освітньо-кваліфікаційних рівнів бакалавра, спеціаліста та магістра.

Богдан Василишин був справжнім патріотом України, любив рідну мову і свій край. 
Він завжди пам’ятав своє рідне село Опришівці, приділяв постійну увагу і надавав 
допомогу його мешканцям.

Ректорат Прикарпатського національного університету імені Василя Стефаника, 
факультет математики та інформатики, кафедра диференціальних рівнянь і прикла
дної математики глибоко сумують з приводу передчасної смерті професора Богдана 
Васильовича Василишина і висловлюють щире співчуття його рідним і близьким.

Цепенда І.Є., Пилипів В.М., Казмерчук А.І.
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